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1. Električni krugovi istosmjerne struje 


Polazeći od atomističke koncepcije o strukturi materije, električki neutralnim na- 
zivamo tijelo s jednakim brojem elektrona i protona u njegovim atomima. Pod 
pojmom električki nabijenog tijela razumijevamo tijelo kod kojega je ta ravnoteža 
iz bilo kojeg razloga narušena; pozitivno nabijeno tijelo ima višak protona (pozi- 
tivnih naboja), odnosno manjak elektrona (negativnih naboja), dok je kod nega- 
tivno nabijenog situacija obrnuta. 


Nabijeno tijelo dovodi prostor u kojemu se nalazi u specijalno, energetski uzbu- 
deno stanje, što se očituje djelovanjem sile na neki izvana dovedeni pokusni naboj 
Q. Kad nabijenog tijela u tom prostoru ne bi bilo, na naboj ne bi djelovala nikakva 
sila. Analize pokazuju da nabijeno tijelo ne djeluje izravno na naboj Q; ono prvo 
dovodi okolni prostor u uzbuđeno stanje, a zatim taj prostor djeluje na naboj silom 


F. Tako uzbuđen prostor nazivamo električnim polj€ćm E i defihiramo ga kvoci- 
jentom sile na naboj i samog naboja, dakle kao: 


F 

Q ' 

Ako se u prostoru s izgrađenim električnim poljem nađe veća količina slobodnih 
naboja, oni će se zbog djelovanja sile stati gibati u smjeru polja (pozitivni naboji), 
odnosno suprotno od smjera djelovanja polja (negativni naboji). Da bi se kvanti- 


tativno obuhvatilo ovo strujanje nabijenih čestica, uvodi se veličina jakosti električne 
struje 7 kao: 


E= 


iaai 
t 
dakle kao količina naboja koja prostruji nekom površinom u £ sekunda, podijeljena 


s tih z sekunda, uz uvjet da strujanje teče vremenski ravnomjerno. Kod vremenski 
nejednolikog strujanja, struja postaje funkcija vremena, definirana kao: 


Pomicanjem naboja pod djelovanjem sile električnog polja obavlja se neki rad. Izra- 
čunavanje njegova iznosa moglo bi se, teorijski, obaviti klasičnim metodama me- 
hanike, putem umnoškom sile, puta i kosinusa kuta među njima, odnosno opće- 
nitije integralom: 


A=\F.ds=[ 0-E-d3, 
6 5 


> > > 
Izrazom FE - ds uveden je tzv. skalarni produkt vektora sile F i vektora elementa 


puta ds, koji je po definiciji jednak F -.ds + cos a, dakle umnošku iznosa sile F, 
elementa puta ds i kosinusa kuta među njima. 


Skalarnim produktom F + ds određen je zapravo rad na elementarnoj dionici puta, > 


i to kao umnožak projekcije sile u smjeru elementa puta i samog elementa puta 
(F «cos a) + ds, ili kao umnožak ukupne sile i projekcije elementa puta u smjeru 
te sile, dakle kao F (ds + cos a). 

Budući da se u praksi redovno susrećemo s mnogo naboja, koji u određenom, 
dužem ili kraćem vremenskom intervalu prelaze promatrani put s, ova relacija 
nije najprikladnija za primjenu. Zato je uvedena nova, pomoćna veličina, koja 
omogućuje brže i jednostavnije određivanje rada. Razmišljamo: ako u istom vre- 
menski nepromjenljivom polju, i to po istom putu, dolazi do pomicanja naboja 
raznih iznosa, obavljeni radovi imat će različite vrijednosti. Uz dva puta veći naboj, 
na primjer, i rad će biti dvostruk. Ako se, dakle, izvršeni rad podijeli s nabojem, 
dobit ćemo konstantnu veličinu, veličinu ,umjetno“ dobivenu dijeljenjem fizikal- 
nih kategorija rada i naboja i neovisnu o iznosu pomicanog naboja. Taj kvocijent 


nazivamo električnim naponom između krajnjih točaka puta s. 
Što smo time postigli? Krenemo li obrnutim redom, brzo ćemo doći do odgovora. 


Ako se kvocijent —— može izmjeriti nekim instrumentom, a može se, onda ima 


smisla uvesti napon IU kao osnovnu jedinicu u sistem mjera u elektrotehnici, i to 
preko jednog etalona. Obavivši to i otvorivši mogućnost mjerenja bilo kojeg napona, 
rad postaje: 

A=U -Q=U-.I-t, 
a snaga: 


—2-U.1 
I 


Ovim zahvatom, kao što vidimo, razmatranja prebacujemo iz vektorskih veličina 
polja i sila u skalarne i lako mjerljive veličine napona i struja. Analiza strujnih 
krugova prijeći će zato u analizu naponskih i strujnih prilika u njima, čime će se 
izbjeći složena razmatranja vektorskih polja i njihovih manifestacija. 


1.1. UVODNI PRIMJERI 


1.1. Električno polje proizvedeno točkastim nabojem OP ima radijalan smjer 
i mijenja se u zraku po zakonu: 


) Nabijena kugla ponaša se kao da joj je sav naboj koncentriran u središtu, pa zbog toga kad god 
govorimo o točkastom naboju kao o geometrijskoj apstrakciji, obradujemo zapravo, u realnoj 
domeni, nabijenu kuglu, 


iQ 


gdje su: 
r=udaljenost od tog naboja 
€=8,854 - 10-25 apsolutna dielektrička konstanta 
mo 
ra=jedinični vektor radijalnog smjera. : 
Koliki: je .rad .izvršen prilikom pomicanja naboja Q po koniuri 1—2—3—4—|, 
koja se nalazi u polju naboja Q, i čije su dionice 1—2 i 3—4 dijelovi pravaca sa 


sjecištem u Q,, a 2—3, odnosno 4—1, dijelovi koncentričnih kružnica sa središtem 
u Q4? (sl. 1.1a). 


I 


SI. 1.1. a, b 


Zadano: 
O,=4:10-* As Q=5 107 As 


ra=1m r"i=2m 
Rješenje 
Poznavajući izraz za polje točkastog naboja, možemo naći 1 silu na naboj Q. Vektor 
te sile imat će različite vrijednosti duž putanje 1—>2—-3—4—1. Na dionicama 
2—3 i 4—1 njegov će iznos biti konstantan, jer je na njima udaljenost od Q, kon- 
stantna. Na dionicama 1—2 i 3—4 smjer će biti isti (na svakoj od njih), ali će se 
zato iznos mijenjati. 
Pogledajmo sada sliku 1.16) na kojoj je nacrtan naboj Q u raznim točkama kon- 
ture 1>2—3-4—1. Naznačene sile i elementi puta ds daju bazu za izračunavanje 
traženog rada. Međutim, prvo treba reći nekoliko riječi o principu kojim ćemo 
se koristiti, 
U slučaju kada gibanje teče po pravcu i kada je sila duž čitavog puta s konstantna 
i po iznosu i po smjeru, rad je jednak umnošku sile, puta i kosinusa kuta među 
njima, dakle kag: i 

A=F .s:cos«. 


Kako su ovdje i sila i put orijentirane veličine, tu istu relaciju možemo izraziti 


skalarnim produktom vektora E is, koji je po definiciji jednak: 


> > 
F-s=F-.s:cosa, 


tako da je onda: 


A=fF s. 
Kada sila duž puta nije konstantna, bilo po iznosu, bilo po smjeru, ili i po iznosu 


> > 
i po smjeru, a pogotovo ako još ni put nije ravan, relacija A=F + s više ne vodi do 
rješenja. Kad bismo, naime, htjeli upotrijebiti ovaj izraz postavilo bi sc odmah 


> > 

pitanje koju silu F i koji put s uvrstiti u njega, jer ni jedna ni druga veličina nisu 
jednoznačno određene. ' 

Izlaz iz te situacije pruža slijedeći postupak. Mjesto da računamo s čitavim putom 
s, rastavljamo ga na niz vrlo malih ravnih odsječaka ds. Time svjesno unosimo od- 
ređenu pogrešku. Međutim, što su odsječci manji, put (neka krivulja) bit će bolje 
aproksimiran, i kod infinitezimalnih odnosa izlomljena i stvarna krivulja s će sc 
preklopiti. Što smo time dobili? Dvoje: prvo, zbog vrlo sitnih odsječaka možemo 
smatrati da se, duž svakog od njih, sila nije stigla promijeniti, dakle da je ona ostala 
konstantna i po iznosu i po smjeru. Napominjemo da se to odnosi na svaki odsječak 
posebno, a ne na sve njih zajedno. I drugo, ako je svaki odsječak ravan, možemo 


ma 
ga prikazati kao vektor ds. Koristeći se ovim svojstvima zaključujemo da duž 
svakog od njih imamo zapravo iste prilike kao i u slučaju konstatne sile na čitavom 


> _> 
ravnom putu s. Prema tome, možemo napisati i izraz za rad izvršen na putu ds. 
Taj rad bit će samo dio ukupnog rada A, pa ćemo ga označiti sa dA: 


d4=F + ds. 


Ukupni rad dobit ćemo zbrajanjem ovih dijelova duž čitavog puta s, a to se, kad 
je riječ o sumi infinitezimalnih veličina, označuje integralom: 


A=\F.ds=\F- ds cose. 
s s 


U ovoj posljednjoj relaciji treba imati na umu da se duž puta s od odječka do 


> > > 
odsječka mijenjaju i F i ds, odnosno i F i cos « (iznos vektora ds uvijek je isti). 
Preostaje još samo da se izračuna vrijednost ovog integrala uz zadane konkretne 
uvjete, što matematika svakako omogućuje. j 
Pretpostavljajući da čitatelj nije podrobnije upoznat s metodama više analize, 
htjeli smo ilustrirati osnovnu ideju postupka kojim ćemo se dalje služiti. 
Vratimo se našem problemu. 
Na dionićama 2—3 i 4— 1 sila će biti okomita na svaki odsječak puta ds, pa će 
dijelovi rada dA bit jednaki nuli. Zbrajanjem samih nula dobiva se opet nula, 
tako da je: 

Aag=Aa=0. 
Na dionici 3—4 bit će, zbog specifične konfiguracije, vektori IH 1 ds usmjereni u 
istom pravcu, pa će na svakom odsječku kut 4 biti jednak nuli. Prema tome, rad 
na tom dijelu dobit ćemo kao: 


Au= |F ds: cosa=|Q-Eds-cosa. 
3-4 3-4 
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Kako je polje točkastog naboja radijalno, zamijenimo u ovom specijalnom slučaju 
oznaku elementa puta ds sa dr. 


Izrazimo li područje integracije 3--4 udaljenošću r, i 1, rad A,, postat će: 


Ti no 
Au=|0-—-2_ar=—QQe (dr, 
47-97? 4.meg ) 12 
T2 Ti 


db 


: dr. za < 
Integral tipa | Zima vrijednost--—-b, pa je onda: 
x? a b 
a 


Uvrštavanjem zadanih vrijednosti dobivamo: 


Ag4==90 + 10-7 VAS. > :- 


Pogledajmo sada što je s radom na dionici 1—2. 


Na ovom dijelu situacija je nešto drukčija. Sila električnog polja usmjerena je od 
2 prema 1, dok se kretanje treba obaviti u pravcu od 1 prema 2. Prema tome, elek- 
trično polje ovdje nije kadro izvršiti traženo pomicanje naboja kao što je to bio 
slučaj na dijelu 3—4, gdje su se sila i put podudarali. Očito je, dakle, da mi izvana 


nekom silom F“ moramo savladati djelovanje električnog polja i pornaknuti naboj Q 
iz I u 2. Ova sila mora biti barem jednaka sili polja u svakoj točki puta 1—2 i sup- 
rotna po smjeru. Ako je rezuitantna sila na svakom mjestu jednaka nuli, postižemo 
situaciju u kojoj je moguće naboj transportirati iz | u 2, a da pri tome ne dođe 


do njegova ubrzavanja. Rad A,,, što će ga izvršiti sila F, bit će zbog Fe=mi 
SI-2=89-4! 


(Axl T= PzEM . 
Zaustavimo se na tren pri ovom rezultatu. 


Radovi izvršeni na putovima 1—2 i 3—4 imaju, u ovom slučaju, iste iznose. Me- 
đutim, postoji među njima ipak jedna bitna razlika. Dok je rad A, izvršilo električno 
polje svojom silom na naboj Q, rad Ay, izvršen je utroškom neke vanjske energije. 
Drukčije rečeno, da bismo pomakli naboj O iz 1 u 2, morali smo izvršiti rad crpeći 
za to potrebnu energiju iz nekog vanjskog izvora, dok je na putu 3—4 polje tu 
energiju ,vratilo“ vršeći rad A,,. Da bi se ova razlika istakla, običaj je da se jednom 
radu pridijeli pozitivan, a drugome negativan predznak. Kojemu će se koji predznak 
pridijeliti, pitanje je od sporednog značenja; bitno je samo da se jedanput usvojene 
konvencije dosljedno držimo. 


Uvodeći tako pojam pozitivnog i negativnog rada, možemo sada pisati: 


Aa= —Aa 
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Prema tome, ukupni rad u konturi 1-2—3—4—1 bit će: 


A=A2+A48+A4+An=0. 


Ovu nulu treba, međutim, znati pročitati; ona ne znači da nije izvršen nikakav 
rad, nego samo to da nam se onoliko rada ,,vraća“ koliko prije toga energije utro- 
šimo na savladavanje sile električnog polja. 


Kažimo još nekoliko riječi o sili F'. Da bi došlo do pomicanja nabijene čestice na 
putu 1—-2, sila koja vrši pomak mora imati također električki karakter. To znači 
da je ona posljedica postojanja nekog električnog polja, u ovom slučaju stranog 


polja E', smjer kojega je suprotan od E. Na koji je način to strano polje stvoreno, 
u ovom trenutku za nas nije bitno. (U strujnim krugovima ono nastaje u izvorima 
električne energije kao posljedica određenih elektromagnetskih, kemijskih, toplin- 
skih i drugih pojava.) 

I konačno, relacija koja kaže da je ukupan rad u konturi 1—2—3—4—1 sa slike 
1.1 jednak nuli dade se proširiti i na konturu proizvoljnog oblika u vremenski 
nepromjenljivom električnom polju, u što, međutim, na ovom mjestu nećemo 
ulaziti, jer želimo samo ilustrirati osnovne pojmove. 


4.2. Ako naboj Q povučemo duž konture 1—2—3—4—1 iz prethodnog zadatka, 
odredite kakve naponske prilike vladaju u njoj. 

Rješenje 

Da bismo mogli odgovoriti na ovo pitanje, uvedimo prvo pojam potencijala. 
Uzmemo li naboj Q pa ga, djelujući silom F = —QE, dovedemo iz neke referentne 


točke u kojoj je bio u stanju mirovanja u promatranu točku a, kao što je to na primjeru 
polja točkastog naboja Qo naznačeno na sl. 1.2a,-izvršit: ćemo-rad | 


9 đ 
bif 
i 
a t% 
k #:-ač ] 
a | 
' feT=d F 
i =. 
Poasa da“ 
a) b) 
SI. 1.2. a, b 
qa a 
> > (> > 
A=\F.d=-0[E.4 
ref. točka ref. točka 
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koji se, ako naboj zadržimo u točki a, pretvara u potencijalnu energiju. (Prepustimo 
li, naime, naboj djelovanju polja, ono će ga vratiti istim putem natrag, vršeći rad 
na račun prethodno akumulirane potencijalne energije.) Potencijalna energija u 
točki a bit će dakle: 


a 
W,(e)=A=0Q E (Ed |-o- (0. 
ref. točka 
Veličinu 


ref. točka 


nazivamo potencijalom u točki a. U danom električnom polju i uz definiranu re- 
ferentnu točku iznos određenog integrala 
qa 
\E.ds ovisi o položaju točke a, tako da svaka točka u prostoru ima jednu i 
ref. točka : 
samo jednu njoj svojstvenu numeričku veličinu o (a). Pišući općenito, imat ćemo: 


W;p=0Q +9; A 
Q 
s tim da g, u načelu, možemo odrediti na svakom mjestu u prostoru, koristeći se 
relacijom kojom je on uveden. Da bismo označili potencijal neke specificirane 
točke, u budućim ćemo izlaganjima upotrebljavati indeksiranje umjesto oznake 
za funkcionalnu ovisnost (umjesto o (a) pisat ćemo 74). 


Promotrimo li sada točke a i b s potencijalima pa i po, zaključit ćemo da će naboj 
Q, kad se nađe u svakoj od njih, imati potencijalne energije Wp,=Q * pa, odnosno 
W;p»=Q * po. Pomaknemo li zato naboj iz a u b, i to tako da mu ne promijenimo 
kinetičku energiju, rad Ag» na tom putu moći ćemo izračunati, zbog zakona o 
održanju energije, kao razliku krajnje i početne potencijalne energije, dakle: 


Aao=Wpo— Wra=Q *(po—Pa)=Q.* Uba, 


gdje smo sa Iva označili napon između točaka 2 i a i definirali ga kao razliku nji- 
hovih potencijala (po definiciji je: Usa=Po—ePa5 Ueo=Pa—po). Napon Uba mo- 
žemo, dakle, interpretirati i kao kvocijent rada i naboja: 


Zao Vino Prpa. 
Q o 


Ako je konačna potencijalna energija pozitivnog naboja Q veća od početne 
(Wio> Wpa), pomak će se očito izvesti na račun neke vanjske energije, i tada će 
biti Upg>0. Uz Ua <0, potencijalna energija se smanjuje, a to znači da rad vrši 
sila električnog polja. Napon svojim predznakom ujedno indicira i tko vrši rad 
prilikom pomicanja pozitivnog naboja Q (s negativnim nabojem situacija je obrnuta). 
Završavajući ovaj kratak prikaz osnovnih pojmova vezanih za potencijal (u po- 
glavlju 2.1.3. on će biti podrobnije razrađen), napomenimo još da će nas u praksi 
redovito zanimati razlike potencijalnih energija, a ne njihovi apsolutni iznosi, 
jer iz razlika određujemo radove. 'Ta nam okolnost dopušta da za referentnu točku 
izaberemo bilo koju točku. Izborom neke druge točke svi će se potencijali promi- 


uau= 
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jeniti za isti iznos, pa će pojedine njihove razlike, a to znači i razlike potencijalnih 
energija naboja, ostati nepromijenjene. U referentnoj točki, kažimo i to, Wy i y 
su, prema definicijskoj relaciji, jednaki nuli. 
Vratimo se sada našoj konturi 1--2—3—-4—1. Uzmemo li proizvoljno da se re- 
ferentna točka nalazi na udaljenosti r,==3 m (kao što je to pokazano na sl. 1.2b), 
imat ćemo: : 2 
> > > > 
m=—)\E.d; g=— JE.ds. 
ref. točka ref. točka 


Zamijenimo opet ds sa dr i označimo granice integrala koordinatama 7,, 72 1 fx: 


a--|z2: doe i -B0. [2-2)=+s V 


Ameor? Azeo\F1L_ 73 
rs 


fa 
n=-|-2 dr=+a[-7)7+24v 
Aregr? 4zegl12 73 
j Ta 
Kako se prilikom pomicanja naboja Q na dionicama 2—3 i 4—1 ne obavlja nika- 
kav rad, bit će: : . 
Woys—Wp,=0 1 Wrm— Wp,=0, 
pa je: : 
P3=Pa= +24 V i 
Naponi na pojedinim dionicama bit će tada: 


Pp=Pi=-+6V. 


A 
Sui n 18 V 


A 
Um" vo —Pe=0 V 
A 
nec s em J 
A 
: ra oo V, 
: 4 
žU=ž > =0 
Q 


Ova posljednja relacija predstavlja zapravo naponsku interpretaciju zakona o odr- 
žanju energije. 


Da smo za referentnu točku odabrali, na primjer, točku 1, dobili bismo, što se 
može lako provjeriti, i 


Pi=Pa=0 V 
. Pe=P3=+18V, 
tako da bi naponi opet imali iste iznose. 
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1.3. Koliku je energiju potrebno dovesti iz nekog vanjskog izvora da bi naboj 
Q=5 107 As u 50 sekundi izvršio 2 + 10% obilazaka konture 1—2—3—-4-—1 iz 
prethodnih zadataka? 


VANJSKA IZVOR 
W [ELEKTRIČNE 
Ni SPRPNnes?, 


ENERGIJE 


Rješenje 


Na dijelu puta 1—2 potrebno je, kao što smo vidjeli, utrošiti energiju W,,==90 - 10-7 
VAs da bi se dotični naboj pomakao iz 1 u 2. Kako tim putem u 50 sekundi 
naboj prolazi 2 + 105 puta, ukupna utrošena energija bit će: 


W==2 + 105 - W,,=18 VAs. 
Izračunajmo sada ovu energiju na drugi način. 


Kretanje naboja Q duž konture možemo shvatiti kao strujanje naboja. Jedan kom- 
pletan krug naboj će prevaliti u: 


T= LI =25.10-6 s 
2.105 
tako da će zbog toga struja 7) biti: 
I —2_20 mA. 
T 


Polazeći od izračunatog napona U,, i struje 7, lako određujemo energiju koju je 
potrebno dovesti za podržavanje tog strujanja. Njezin će iznos biti: 


W=U,, > I-t=18 +20 - 10%: 50==18 VAS. 


Rezultat se podudara s dnim što smo ranije izračunali, a tako i mora biti jer je 
riječ 0 istoj stvari izraženoj na dva načina. 


Opisani sistem možemo shematski prikazati kao što je to učinjeno na sl. 1.3. Pri 
tome treba imati na umu činjenicu da ovdje, kao uostalom iu svakom drugom 


D Kada govorimo o struji, mislimo na relativno kontinuirano kretanje nabijenih čestica, a ne na 
jedan naboj u gibanju, Shvatimo li, međutim, naboj Q razbijen na niz manjih naboja, koji, 
jedan za drugim, prolaze opisani put, računanje energije iz struje ima svoje puno opravdanje. 
Druga napomena odnosi se na brzinu naboja Q. Na dionici 3—4 on će biti ubrzavan, dok je 
na preostalim dijelovima njegova brzina konstantna. Provedenim računom za vrijeme T' uzeta 
je u obzir prosječna ili srednja brzina kretanja, što se i inače radi kod strujanja u vodičima, 
gdje je, zbog sudara s česticama materije, ubrzavanje ometano. U takvim slučajevima operira 
se sa srednjom brzinom kretanja naboja, koja je onda, kao statistička veličina, konstantna. 
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No 


sistemu, dolazi samo do pretvorbe energije iz jednog oblika u drugi. Na dijelu 
puta 3—4 polje obavlja rad, oslobađajući pri tome energiju (kad bi se na tom mjestu, 
na primjer, nalazio vodič, naboj bi, ubrzavan poljem, doživljavao sudare s česti- 
cama materije i gubio brzinu, dakle kinetičku energiju. , Gubitak“ kinetičke ener- 
gije naboja pretvarao bi se u toplinu, koja bi se opet mogla iskoristiti na neki drugi 
način.) : 
Želimo li, dakle, u potrošaču električne energije, uz uvjetno shvaćen pojam ,po- 
trošača“, dobiti rad, izvor mora dati upravo onoliko energije koliko se na potrošaču 
»Potroši“, uz zanemarene ostale gubitke. Da bi to mogao, on opet sa svoje strane 
mora izvana primiti istu količinu energije. U protivnom, njegove se zalihe, ako 
ih ima, iscrpljuju. . 
Dionice 2—3 i 4—1, na kojima se ne obavlja nikakav rad, možemo shvatiti kao 
medij kojim je potrošač priključen na izvor i koji omogućuje, u ovom slučaju bez 
gubitaka, međusobnu izmjenu energije. 


1.4. Na izvor električne energije, sl. 1.4a), priključen je preko sklopke S potrošač. 
Ako je za razdvajanje iste količine pozitivnih i negativnih naboja Q,=12 : 10-* As 
u izvoru utrošeno 0,72 VAs, koliki napon U2, vlada na njegovim stezaljkama? 
Koliko je energije potrebno dovoditi izvoru ako se želi, nakon zatvaranja sklopke S, 
u krugu održavati konstantna struja /=0,4 A uz nepromijenjen napon? 


S s 3 
IZVOR POTROŠAČ IZVOR POTROŠAČ 
ELEKTRIČNI ELEKTRIČNE ELEKTRIČNE ELEKTRIČNE 
ENERGIJE ENERGIJE ENERGIJE ENERGIJE 
1 4 


b) 


IZVOR 
ELEKTRIČNE 
ENERGIJE 


S11.4.a,b, c, đ 
Rješenje 


Da bi se u električki neutralnom tijelu izvora razdvojili pozitivni i negativni na- 
boji, potrebno je na njih djelovati električnom silom, što opet znači da moramo u 


izvor ,ugraditi“ strano polje E posredstvom određenih kemijskih elektromagnet- 
skih, toplinskih ili drugih efekata.. Neka ono ima smjer od 1 prema 2 (sl. 1.46). 
Pod njegovim djelovanjem razdvajaju se pozitivni i negativni električni naboji i 
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-> 
gomilaju na krajevima 1 i 2. Ovako razdvojeni, oni tvore polje E, koje ima smjer 
od 2 prema |I. (Na pozitivni pokusni naboj u prostoru između 1 i 2 oni bi posred- 


stvom svojeg polja E djelovali silom prema ,,dolje“.) Porastom količine razdvoje- 


>. > > 
nih naboja jača i intenzitet polja E. Kako E i E' imaju suprotan smjer, očito je 
da će se gomilanje naboja na krajevima | i 2 zaustaviti onog trenutka kada polje 


> > . 

E iznosom dostigne E'. Rezultantno polje u izvoru postat će tada jednako nuli, 
te će daljnje pritjecanje naboja biti onemogućeno, jer nema sile koja bi izvršila 
potrebno gibanje. Sav rad utrošen na razdvajanje naboja ostat će očuvan u obliku 
potencijalne energije izvora, pa ćemo zato moći izračunati i napon na njegovim 
krajevima. Pri tome ćemo morati imati na umu i spomenutu činjenicu da s gomi- 


za 
lanjem razdvojnih naboja raste i polje E od nule do neke maksimalne i ravnotežne 
vrijednosti. Da bi se iste količine naboja dO kontinuirano dopremale na krajeve 
izvora u toku procesa, bit će potrebno obavljati sve veće radove. Izvršeni radovi 


dA,, podijeljeni s pripadnim dQ, dakle zr > 


, predstavljat će stoga napon između 


polova izvora, koji će biti to veći što je količina već nagomilanih naboja Q veća. 
Na osnovi grafičkog prikaza navedenih odnosa, danog na sl. 1.4c), jasno vidimo 
da će ukupni rad A,», kao zbroj svih elementarnih radova dA,» predočenih šra- 
firanim pravokutnicima, biti jednak površini trokuta O—Q,—Ux,, dakle: 


A _ Va ' 
2 

odakle proizlazi: 

2A 

81 ==P2— PL 
O% 

što nakon uvrštavanja zadanih vrijednosti daje: 

U,,=120 V. 


Pogledajmo sada što se događa nakon zatvaranja sklopke S. 

Između pozitivnih naboja na jednoj strani izvora postoje odbojne sile koje ih na- 
stoje rasporediti po što većoj površini. Ista je situacija i s negativnim nabojima na 
drugoj strani. Zatvaranjem sklopke naboji se proširuju na krajeve potrošača 3—4, 


obrazujući i u njemu električno polje E, kao što je to pokazano na sl. 1.4d). Budući 


da u potrošaču ne postoji ugrađeno strano polje E', doći će do gibanja pozitivnih 
nosilaca elektriciteta u smjeru od 3 prema 4, odnosno negativnih od 4 prema 3. 
U isto vrijeme i u izvoru nastaju određene promjene. Odlaskom stanovite količine 


naboja s krajeva 2i 1 na 3 i 4, polje E u njemu slabi. Kako je E' ostalo nepromije- 
njeno, poremećena je ravnoteža, te pod djelovanjem rezultantnog polja dolazi do 
ponovnog razdvajanja naboja i njihova gomilanja na krajevima 1 i 2, s ciljem da se 
ona ponovno uspostavi. Ako je potrošač trajno priključen na izvor, kroz njega će 
naboji trajno strujati, pa će i u izvoru dolaziti do ponovnog i neprekidnog stvaranja 
novih parova pozitivnog i negativnog naboja. Ne zaboravimo, naime, da na po- 
trošaču teče suprotan proces, proces neutralizacije raznoimenih naboja prilikom 
njihovih susreta, Pogledamo li sistem kao cjelinu, uočit ćemo da u njemu postoji 
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kontinuirano strujanje naboja, i to pozitivnih u smjeru, a negativnih suprotno od 
smjera kazaljke na satu. Da bi se u krugu održavala konstantna struja /=0,4 A, 
morat ćemo svake sekunde izvoru dovesti energiju izvana: 

W=U,, >: I *t==120 :0,4 + 1=48 VAs, 


tako da je brzina kojom se energija pretvara u rad, odnosno snaga izvora: 
; podla Ua: I=48 VA. 
t 


1.5. Na izvor električne energije, koji ima stalan napon U=12 V priključen je 
preko sklopke S potrošač u obliku metalne žice dužine /=1 m konstantnog pre- 
sjeka i načinjene od jednog materijala. Na potrošaču su napravljeni izvodi za prik- 
ljučak voltmetra na mjestima a, b i c, kao što je to pokazano na slici 1.58), s tim da 
je 4==0,4 m, a 1,==0,6 m. 


Koliki bi napon mjerio voltmetar priključen između točaka aib,bic,teadic? 


S 
IZVOR «|U 
ELEKTRIČNE 
ENERGIJE E. 
b) 
SI. 1.5. a, b 
Rješenje 


Kada je sklopka S otvorena, kroz potrošač ne teče struja, pa se, prema tome, na 
njemu ne obavlja rad. Budući da je po definiciji napon jednak kvocijentu rada i 
naboja, očito je da u tom slučaju voltmetar ne bi mjerio nikakav napon, ni na či- 
tavom potrošaču, ni na njegovim dijelovima. 

No zatvaranjem sklopke situacija se mijenja. Promotrimo zato malo detaljnije 
. što se tada događa u potrošaču i u vodičima kojima je on priključen na izvor. 
Električno polje, koje se stvara u potrošaču nakon zatvaranja sklopke, djeluje na 
naboje u njemu određenom silom. Kako je riječ o metalu s mnoštvom slobodnih 
elektrona, doći će do pomicanja tih negativnih naboja u smjeru suprotnom od 
smjera djelovanja polja. Pozitivne naboje, čvrsto vezane u jezgrama pojedinih 
atoma, električno polje nije kadro pokretati. Kada bi prostor u kojem se elektroni 
nalaze bio bez materije, s tim da u njemu postoji polje formirano izvorom, došlo 
bi do njihova ubrzavanja djelovanjem sile električnog polja. Naime, po II Newtono- 
vom aksionu, svako tijelo, kad na njega djeluje sila, dobiva određeno ubrzanje. 
Kako, međutim, u promatranom prostoru nemamo vakuum, do nesmetanog _ubrza- 
vanja elektrona ne može doći zbog. neminovnih sudara s česticama materije od 
“koje je sazdano tijelo potrošača. Prilikom svakog sudara elektroni će gubiti brzinu, 
dakle i kinetičku čnefgiju; odbijati se, mijenjati smjer kretanja, neki se čak i vraćati, 


“ali pod stalniti djelovanjem električnog polja bit će prisutna tendencija usmjera- 
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vanja gibanja u jednom pravcu. Budući da se energija ne može niti uništiti niti 
stvoriti, svakim sudarom oni svoju izgubljenu kinetičku energiju predaju objektu 
s kojim su se sudarili. Zbog velikog broja elektrona i relativno velikih dimenzija 
tijela u kojima se sve to zbiva (velikih u odnosu na dimenzije elektrona), možemo 
smatrati da ovaj proce$ predavanja energije teče kontinuirano po čitavoj dužini 
i presjeku potrošača. Time zapravo umjesto stvarnih brzina, koje od slučaja do 
slučaja imaju različite iznose i smjerove, elektronima pripisujemo neku prosječnu 
brzinu, i to prosječnu i po iznosu i po smjeru, kako bi razmatranja bila jednostav- 
nija. Tvrdnju da se u vodiču zbog djelovanja električnog. polja elektroni gibaju 
konstantnom brzinom (a ne ubrzano) treba, dakle, interpretirati ovako. Vanjska 
manifestacija ovog mehanizma strujanja i predavanja energije bit će očito zagrija- 
vanje vodiča, i to po čitavoj njegovoj dužini. 

Vodiči kojima je potrošač priključen na izvor redovito su načinjeni iz takva mate- 
rijala i takvih su dimenzija da gubici energije u njima budu što manji (iz svega što 
je rečeno, možemo, naime, zaključiti da gubici ovise o vrsti i dimenzijama mate- 
rijala), najčešće toliko maleni da se mogu zanemariti u odnosu na rad izvršen na 
samom potrošaču. 


Kad smo tako dobili sliku o fizikalnim zbivanjima u vođu i potrošaču, možemo 
odgovoriti na postavljena pitanja. 

Budući da zanemarujemo gubitke energije na vodu, napon na njemu, kao kvocijent 
rada i naboja, bit će jednak nuli. Zbog toga će sav rad biti izvršen na potrošaču, 
a to opet znači da će između njegovih krajeva a i c vladati napon jednak naponu 
izvora, odnosno da će biti Ugc=12 V. 

Naponi Uao i Uze ovisit će o dužinama i, i 2. Na većoj dužini izvršit će se veći rad 
prilikom pomicanja naboja, pa će i napon biti veći. Zbog konstantnosti presjeka 
potrošača, načinjenog od jedne vrste materijala, i činjenice da je ukupan rad, obav- 


ljen na relaciji a—c, jednak zbroju radova na dionicama a—-b i b—c, možemo 
pisati: 


BaH Ave = Zac 

Ao: Aoe=l,:1,, 
odakle nakon dijeljenja s Q izlazi: 

Upa+ Uo =Uva 


Ub: Uo=l4 & la 
Uvrštavanjem zadanih vrijednosti dobivamo : 


Upa= —4,8 V; Uwo=—7,2 V 
odnosno: 
Uao= +4,8 V; Uxk=+1,2V. 


Naponi Ua» i Ute, koje često nazivamo još i padovima napona, postoje, kao što 
vidimo, jedino onda kada kroz potrošač teče struja. Zbog toga je u praksi udoma- 
ćena konstatacija da struja, prolaskom kroz potrošač, stvara na njemu pad napona. 
Na sl. 1.56), dan je:shematski prikaz opisanog strujnog kruga, bez izvoda a, bic. 
Napominjemo da osim ovakve vrste potrošača (omski potrošač) postoje i drukčiji 
tipovi. No svima njima je svojstveno da energiju dobivenu iz izvora prolaskom 
struje pretvaraju u određenu vrstu rada, tako da uvijek možemo govoriti o naponu 
na potrošaču kao o kvocijentu rada i naboja. 
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Potpunosti radi napomenimo još da se i na otvorenoj sklopki S javlja napon U. 
Naime, nagomilani naboji na njezinim krajevima stvaraju električno polje u zraku, 
pa bismo, kada bismo htjeli pomaknuti neki naboj od jednog kontakta do drugog, 
morali obaviti određeni rad. Da je kvocijent rada i naboja koji bi se pomicao baš 
jednak naponu izvora U, proizlazi iz zakona o održanju energije i definicije napona. 
Prema tome, kada govorimo o naponu na otvorenoj sklopki (i općenito na mjestu 
prekida nekog strujnug kruga), treba uočiti da je riječ o radu koji bi se obavio, 
za razliku od rada koji se obavlja, na potrošaču. 


1.6. Na izvor napona U==46 V priključena su serijski tri potrošača T,, Tai Ta na 
kojima vladaju padovi napona: Ux=15 V, Uea==8 V i Usa==23 V. Koliki bi napon 
izmjerio voltmetar kad bismo ga spojili između točaka b i 4? 


SI. 1.6. 


Rješenje 
Uzmemo li proizvoljno da se točka a nalazi na potencijalu a0, imat ćemo: 


Po—Pa= Uba, 


po= + Una = +46 V. 


Pomicanjem naboja kroz potrošač T, od točke b do c njegova će se potencijalna 
energija smanjiti za iznos izvršenog rada na T,, pa će oc biti: 


' pe=p—Uv=-+31 V. 
Analognim razmišljanjem nalazimo: 
Pa = Pe— Ua= +Uua= +23 V. 


Polazeći od izračunatih o» i pa, dobit ćemo Upa==-H23 V. U krugovima u kojima 
su, zbog zadane konfiguracije, nejasnoće oko polariteta pojedinih napona isklju- 
čene, dvostruko indeksiranje najčešće se izostavlja. U našem slučaju, kad bi U%, 
Ua 1 Uqa bili dani kao U,, U, i U., izrazi za potencijale pr, Pe i pa glasili bi: 


odnosno: 


p=+U 
pe=P—U 
Pa=P—U,. 


22 


Napon Ups treba, međutim, označiti sa dva indeksa, kako bi se dobio podatak i o 
njegovu polaritetu. : 


* 1.7. Električnom izvoru privodi se izvana svake minute 330000 VAs mehaničke 
energije. Zbog gubitaka koji se javljaju prilikom pretvorbe, samo 80% od tog iz- 
nosa dolazi na potrošač, kroz kojega u tom slučaju teče struja /=25A. Koliki 
napon vlada na njegovim krajevima? 


!1.8. U jednostavnom spoju izvor-potrošač svakih 10 minuta ukupno 6-1020 
elektrona obavi kompletan obilazak strujnog kruga. Ako je na potrošaču izmjeren 
napon U=50 V, koliki se rad na njemu obavi u tih 10 minuta? (Svaki elektron 
ima naboj q=1,6 +: 101% As.) 


+ 1.9. Na dva serijski spojena potrošača, priključena na izvor električne energije, 
izmjereni su padovi napona U,==29 V i U,==47 V. Uz struju /==1,5 A i podatak 
da se 86% vanjske energije pretvara u električnu, odredite kojom brzinom.vanjska 
energija pristiže u izvor. - 


— 1.10. S jednog prvotno neutralnog tijela izdvojeno je 4,5 + 10-% As negativnog 
naboja.i preneseno na drugo tijelo, koje je također prije toga bilo električki neutralno. 
Da bi se to obavilo, ,utrošena“ je energija od 0,54 VAs koja ostaje očuvana u obliku 
potencijalne energije sistema razdvojenih naboja. Nakon toga priključuje se, ali 
samo kroz jedan kratak interval vremena At=0,5 s, potrošač koji ima svojstvo da 
propušta konstantnu struju /=2 mA. 


Za koliki će se iznos pri tome promijeniti napon između dvaju tijela? 

+ 4.11. Tri jednaka potrošača T,== T,== Ty spojena su u seriju i priključena na izvor 
U=36 V. Uzemljenjem točke a (vidi sliku!) uzima se da je potencijalna energija 
naboja, koji bi se u njoj našao, jednaka nuli. Na kojim se potencijalima nalaze 
točke b i c? 


U|+ L 
of—lj: 
U 
T 5 
K o 


a 


h 
SI. 1.11. . SL. 1.12. 


| 11.12. U odnosu na točku 0, točke a i b nalaze se na potencijalima: pe==-+42 V, 
po=-+18 V. Ako krugom teče struja /==0,3 A, koliki rad će biti izvršen na potro- 
šaču T, za jedan sat? ' 
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[: 


1.2. ELEMENTARNI STRUJNI KRUGOVI 


1.2.1. OHMOV ZAKON 


Kada na izvor električne energije priključimo potrošač, krugom će poteći struja, 
a njezin iznos bit će određen osobinama i izvora i potrošača. Budući da svojstva 
izvora najprikladnije opisujemo naponom stvorenim na njegovim polovima, bit 
će uputno izraziti ponašanje potrošača ovisnošću struje i napona na njegovim 
krajevima, dakle I=f (U) — karakteristikom. Razne vrste potrošača daju, već 
prema njihovoj unutarnjoj strukturi i zakonitostima koje tu vladaju, različite oblike 
spomenutih karakteristika. BJE Be AVE je linearna ovisnost, koja se analitički 
dade izraziti kao: 


gdje su u konstanti R sadržani svi parametri dotičnog potrošača. Potrošač čije 
je ponašanje uvjetovano ovakvim oblikom karakeristike naziva se omskim potro- 


a U : 
šačem, konstanta R-otporom, a odnos I S. — Ohmovim zakonom. 


Za otpor R ustanovljeno je (što se može i teorijski dokazati) da vrijedi: 
l 
Rag=p--> 
gdje su: 
Roo =iznos otpora kod 20%C 


p=specifični otpor dotičnog materijala 
I==dužina potrošača 
S=njegov poprečni presjek. 
Zaključeno je da i temperatura utječe na iznos R, tako da je: 
R=Ra * [1+%29(8—20)), 
gdje su: 
R=iznos otpora pri nekoj temperaturi & 
Ag =temperaturni koeficijent materijala | 


&=temperatura u *C_ 

U R ines 2 U , : 

Izraz I “BR može se pisati i u obliku sari odnosno U=IR. Pri tome valja 
Rak U 

uočiti činjenicu da hak aos #£f(1) za danu temperaturu. 

, na . . Q2 mm? : 
1.13. Koliko mora biti dugačka bakrena žica |p==0,0172————| promjera 

m 

d=1 mm da bi njezin otpor pri 20"C bio 1 2? 
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Rješenje 


Iz Ra=P* E nalazimo: 


I=225:_45,64 m. 


p 


1.14. Temperatura ambijenta u kojem se nalazi otpor R podignuta je sa 8,==70*%C 
na %=120%C. Ako su instrumenti na jednoj i drugoj temperaturi izmjerili 
U,=U,=40 V te 1,==12,82 mA, odnoso 1,==10,99 mA, odredite Ro 1 g. 


Rješenje 
: .. U pas 
Na osnovi relacije ir proizlazi: 
o U, 
R(8=70 Ss a * [1 +e29 (70—20)] 
] 


R (= 120*0) "E —R, [1-Heyg (120—20)]. 
2 


U ovim dvjema jednadžbama nepoznanice su Rog i x, tako da njihovim rješa- 
vanjem dobivamo : 


Roo=2,6 kA, %20:0,004 1/"C. 


+ 1.15. Priključkom izvora napona U na točke a i & otpora prikazanog slikom poteći 


će struja Za». Spojimo li isti izvor na točke c i d, krugom će poteći struja Ia; Ia» 1 Ica 
su u odnosu: 


a) la: laa=2:1 
b) la: la=4:|\ 
c) Io: lea=|1 21 


d) Ia:lca=1:2 
: (2) leo: lea== 1:4 
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SI. 1.15. 


* 1.16. Dva vodiča načinjena u obliku valjaka istih visina imaju približno jednake 
specifične otpore, ali su im presjeci i temperaturni koeficijenti (oba pozitivna) 
različiti. Ako je &, temperaturni koeficijent vodiča većeg presjeka, a x, manjeg, 
da bi se pri nekoj temperaturi 8 otpori izjednačili, potrebno je da bude: 


8) &>a%x 
b) a<a% 
Cc) a =%, 
d) zadatak se ne može riješiti. 


- 1.17. S porastom temperature iznosi otpora R, i R, mijenjaju se kao što je poka- 
zano na dijagramu (po paralelnim pravcima), na osnovi kojega zaključujemo da 
vrijedi: 

a) ao=& 
b) %——% 


1 
: c) o 4 


R IB) 


200 


100F 


V=20'C 
SI. 1.17. 
d) a=24, 
2 
e) GE Qi. 
; i nae z Bi Q mm? 
+1.18. U električnom grijalu upotrijebljena je kantal žica |p=1,45 so 
m 


promjera 4==0,2 mm. Ako je otpor cijele spirale R=25 Q, kolika je njezina dužina? 
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PAZ VAN AN ŠAPE M ZANA EU 


| 1.19.)Nu keramički valjak promjera D=5 cm i dužina L==30 cm gusto je namotan 


: aan še : £ mm? 

jedan sloj nikelinske žice promjera d4==0,25 mm | p==0,45 ——|. Ako se kroz 
m 

nju pusti struja od 100 mA, koliki će se pad napona javiti između njezinih kra- 


jeva? 


r 1.20. Kada se na ugljeni otpornik presjeka S=1 mm? priključi napon U==30 V, 
kroz njega poteče struja /=1,5 A. Ako je dužina otpornika /=2 m, koliki je nje- 
gov specifični otpor p? 


2 
+ 14.21. Aluminijska [n=0027 Om snom re) i. manganinska žica 
m 


Q mm? BE RN NE i, : 
P,==0,48 - , &=0,000015 I/"C| imaju dimenzije: /1==170 m, S;=0,5 mm?, 
m 
l=5m, S,=0,25 mm?. Ako se one priključe na isti izvor napona, pri kojoj će 
temperaturi kroz njih teći jednake struje? 


+1.22. Kroz srebrni vodič (2,="0,0041 '1/"C), spojen na izvor napona. U, teče struja 
1=2,57 A kod 20“C. Koliko će elektrona proći njegovim poprečnim presjekom 
pri temperaturi 8==90"C u 24 sekunde? 


- 1.23. Na valjak od izolacijskog materijala namotana je zavojnica kao što je poka- 
zano na slici. Ako bakrena žica od koje je ona načinjena ima promjer d==1,2 mm 
i ako je njezin. ukupni otpor pri 20%C R==5,35 f), odredite broj zavoja zavojnice N 
i njezinu dužinu L. 


KERES 
POABLRVKE Še: a 
PL VR KRK ŠŠŠEKCJ 
[RPG GRLO GOGE RR RČ LLSK 


1.2.2. SASTAVLJENI STRUJNI KRUGOVI ISTOSMJERNE STRUJE 


Serijski spoj od n otpora Ry, Rz, ...> Rn, priključen na izvor napona U, može 
se nadomjestiti jednim ekvivalentnim otporom R, iznos kojega je određen odnosom: 


KO 
R= > Ri, 
t=1 


' U i 
tako da je struja u krugu opet dana Ohmovim zakonom 1] ra Uz izračunatu 


struju Z, pad napona na svakom od otpora R: bit će: 
U=IR:, 
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s tim da vrijedi: 


Paralelni spoj n otpora Ry, R2, ..., Ra može se također nadomjestiti jednim ekvi- 
valentnim otporom, vrijednost kojega se izračunava uz pomoć: 


Uvedemo li pojam vodljivosti kao recipročnu vrijednost otpora, s dimenzijom 


fali a bit će: 


n 
G= Ba G: 
« . . isl 
Struja kroz R; iznosit će: 
U 
l=—=UG:, 
Ri 


dok će ukupna struja / biti: 


n 
I=2-UG= Žž It. 


Ovi izrazi dobiveni su na temelju I Kirchhoffova zakona: 
žI=0, 


uz usvojenu konvenciju da se struje koje ulaze u čvor uzimaju s pozitivnim pred- 
znakom, za razliku od onih koje iz njega izlaze i kojima pripisujemo negativan 
predznak. Gornje relacije omogućuju izračunavanje struja u svim paralelno spo- 
jenim otporima. U kombiniranim, serijsko-paralelnim spojevima, određene gru- 
pe otpora nadomještamo njima ekvivalentnim pojedinačnim otporima. Struje i 
napone na pojedinim elementima nalazimo koristeći se navedenim odnosima kod 
serijskih i paralelnih spojeva. 


1.24. Otpori R;=3,9 kQ, R,=5,6 kQ i R,==8 kO spojeni su u seriju i priključeni 


na izvor napona U=35 V, kao što je to pokazano na sl. 1.24a). Odredite padove 
napona na svakom od njih. 


R, R, A, 


a) 
SI. 1.24. a 


th dra NADA a AE A GEL VATI OR ao s ta ma aaa na 


Rješenje 


U strujnom krugu, predočenom slikom 1.24a), poteći će nepoznata struja / od 
»-H“ pola izvora kroz otpore R,, R2 i Ra do »—“ pola. Nadomjestimo li serijski 
spojene otpore Ry, Rx i Ra ekvivalentnim otporom: 


R=R,+R,-+Ra4==17,5 kQ, 


dobit ćemo jednostavniji strujni krug prikazan na sl. 1.24), u kojem struju / na- 
lazimo ovako: 


S1. 1.24. 6 
jaeio mA. 
R 


Budući da je otporom R nadomještena serijska kombinacija otpora Rp» Ri R, 
struja 1, izračunata za krug sa sl. 1.24b), teći će i krugom sa sl, 1.24a). Zbog toga 
će padovi napona na Ry, R1 Rz biti: 


U,=I-R,=2 :10-%:3, 9. 10%==7,8 V 
U,=I:Ro==2 + 10-3 + 5,6 + 105==11,2 V 
' U=I Ra=2: 10-3.8 + 105==16 V. 
Za kontrolu pogledajmo čemu je jednak njihov zbroj: 
U,+U,+U,=35 V=U 


Kako su na lijevim krajevima otpora R,, Re i Rag potencijalne energije naboja koji 
se giba krugom veće nego na desnim, to će se i lijevi krajevi pojedinih otpora na- 
laziti na višim potencijalima od desnih. Da bi se to naglasilo i na crtežu, običaj 
je da se uz kraj koji se nalazi na višem potencijalu stavi oznaka ,,-+“, dok se onom 


+ U, - + Uz - + U; = 


SI. 1.24. c 
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drugom pridaje znak ,—“. Služeći se takvom notacijom, dobivamo sl. 1.24c). 
Potrebno je, međutim, posebno naglasiti da ovi predznaci ne predstavljaju po- 
zitivne i negativne naboje i da se, prema tome, oni ne poništavaju u točkama b i c. 
Točka 5, na primjer, nalazi se na jednom jedinstvenom potencijalu, koji je u odnosu 
na ga niži za U, volta, dok je od o. viši za U, volta. 


Promotrivši sl. 1.24c), možemo uočiti činjenicu da se kraj otpora na koji struja 
ulazi nalazi uvijek na višem potencijalu od onog iz kojeg ona izlazi. 
1.25. Tri otpora: R=25 2, Rx=4 Qi R;=100 Q priključena su usporedno na 
izvor napona U=9 V (sl. 1,25). Koliku struju daje izvor toj kombinaciji? 


a) 
SI. 1.25. a 


Rješenje 


Budući da je svaki od otpora priključen izravno na izvor napona U, struje kroz 
njih bit će određene Ohmovim zakonom: 


== čojsva 
1 25 
U_9 


Leza=lebiša 
Ro 4 


U_ 9 


L=—=—=00A, 
R1 
1 
U |+ 
R 
b) 
Sl. 1.25. b 
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mam 


Pr KAIMIJA SPAONJE Po PA na 


ariane 


a DANE PNP PAPA ČR 


pa će na temelju I Kirchhoffova zakona: 
I—-L—L—l=0 


struja 1 biti: 
I=2A. 


Do istog rezultata mogli smo doći i tako da paralelnu kombinaciju otpora Ry, Re 
i Ry nadomjestimo ekvivalentnim otporom AR, što je učinjeno na sl. 1.25b. 


Uz: : 

11,1 1 30 
u ES 
25 4100 100 


Koča 


+ 
R Ri R, R3 


odnosno: R«= X, NA, 


9 


nalazimo : je eli 
R 1 


3 
Računamo li preko vodljivosti, dobit ćemo opet I/=2,7 A, jer je: 


Gallo aebreissće=d08s, 
25 4 100 


a 

G=G,+G,+G,=0,3 S, 
tako da je: 

I=U -G=9 -:0,3=27A. 


1.26. Kolike struje teku kroz otpore R,=8,2 kQ2, R,=5,6 kQ i R;=2,7 kAQ sa sl. 
1.26a, ako izvor ima napon U=12 V? 


a) 
SL. 1.26. a 
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E: 


Rješenje 


Načelo rješavanja koje ćemo ovdje primijeniti vrijedit će za sve slične zadatke. 
"Budući da nas zanimaju iznosi struja I, I, i I, morat ćemo prvo naći struju 7 na- 
domještanjerm kombinacije otpora Ry, R2 i Ry ekvivalentnim otporom R; struje 
Li I, moći ćemo izračunati ako prethodno odredimo napon na paralelno spojenim 
otporima R, i Ry: Taj ćemo napon opet dobiti kao umnožak izračunate struje I 
i ekvivalentnog otpora R,, kojim su nadomješteni R, i R,. Prema tome, polazeći 
od spoja sa sl. 1.26), mi ćemo ga prvo zamijeniti onim sa sl. 1.266), da bismo ko- 
načno na osnovi sl. 1.26c) našli struju I. Nakon toga vraćamo se na sl. 1.266), 
da bismo našli napon U,=U, uz pomoć kojeg ćemo u početnoj shemi sa sl, 
1.26a) izračunati I, i 1. Provedimo, dakle, taj postupak. 


U / 


Ri2 


R, 


b) c) 
SI. 1. 26. b, c 


Za dva paralelno spojena otpora R, i R, ekvivalentni otpor Ryo bit će: 


_Ry:Re 
" R+Ry 
: , Ba 1 
što se lako može provjeriti na osnovi polazne relacije u ina U našem kon- 
Rx Ri Re 


kretnom slučaju bit će: 


Ru2=3,33 kO, 
tako da je onda: 


R=Ryu+Rg=6,03 kA. 
Struja I bit će, prema tome: 


me 1,99 mA. 
R 


Na otporima R, i R, vladat će napon: 
U,= U=I s Ri2=6,63 V 
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pa će kroz njih teći struje: 


I=52_1,182 mA. 
R, 
Kao što vidimo, zadovoljen je i I Kircbhoffov zakon, jer je: 
I—L—1l,=0, 


1.27. U spoju prikazanom slikom 1.27a) odredite struju kroz vodljivost Ge4 ako 
je zadano: 


G=G,=0,04 S, G,=G,;=0,02 S, G,=0,01 S, 
Gs«=0,05S Gr=0,025S, U=50V. 


a) 
Sl. 1.27. a 


Rješenje 


Budući da je vodljivost po definiciji jednaka recipročnoj vrijednosti otpora, na 
osnovi ranije spomenutih odnosa možemo lako konstatirati da se ekvivalentne 
vodljivosti serijskog i paralelnog spoja vodljivosti izračunavaju formalno na isti 
način kao i ekvivalentni otpori paralelnog, odnosno serijskog spoja otpora. Primje- 


' [ca 
Gi 
Gauss 
+|U 
c) 


SI. 1.27. b, c 
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njujući metodu opisanu u prethodnom zadatku, nalazimo najprije vodljivosti 
Gogy i Gge sa sl. 1.276): 


Gogu=G,2+G3+G,=0,07 S 
Gx&=G;+G,;=0,07 S. 
Vodljivost G2og5g S prikladnije nacrtane slike 1.27c) bit će 


Gpasg=— 5. —0,035 S, 


pa će Gogasgz Sa sl. 1.27d iznositi: 
Goggser = O 23456 HG7=0,06 S, 


tako da će konačno nadomjesna vodljivost kompletne kombinacije, priključena 
na izvor U, biti: ž 


G= CL Gauss 0,024 S. 
Gi+HGogaser 
Stoga će u krugu sa sl. 1.27e poteći struja 
I=U - G=1,2A. 


Odredivši struju I, sada ćemo se postupno vraćati prema polaznoj shemi. 
Napon na G234567 Sa sl. 1.27d) bit će: 


I 


234567 


U aser — =20V, 


d) e) 
SI. 1.27. d, e 


i on će vladati i na vodljivosti G2g45g sa sl. 1.27c). Zbog toga će 1,gg54 iznositi: 
Igara = Uz3a56 * Goaase=0,7 A. 
Ova ista struja prolaskom kroz Gy sa sl. 1.276) stvara pad napona: 


U, 125688. 10V, 


56 
koji vodljivošću G, sa sl. 1.27a) tjera struju: 
Ie=Uge + Gs==0,5 A 
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1.28. Koliki napon vlada između točaka a i & u spoju sa sl. 1.28a)akoje U=80 V? 


a) 
SI. 1.28. a 
Rješenje ' 
Zadatak ćemo najlakše riješiti računajući s potencijalima. No da bismo se njima mogli 
služiti, morat ćemo prethodno izračunati struje u krugu. 


ZL 
#3 
: 
diti“ 


bj u ra la 


SI. 1.28. b A po: s... 
Na osnovi sl. 1.28b) proizlazi da je ukupni otpor: kk lo 
Kad, do pa A 
3R 5 o Ra a 
pječene2k. "nA kre) 
2 2 Ci 
pa je ukupna struja: Gem. 2. 1 
pa si 
I Ru 5R dA. 


Uzmemo li proizvoljno da se točka d nalazi na potencijalu pa==0, točka c bit že 
na potencijalu 


P=U—U;=U-1, ==, 


1 
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tako da će između c i d vladati napon: 1.31. Ukupna vodljivost između točaka a i b sa sl. 1.31. jest: 


Ue=pe—pa="s V. | 
Uz izračunati Uzg struje 1,1 I, bit će: 
Ua U 

“ RHR SR SI. 131. 

_ Ua U a) Gao=G 

* 2R+R SR (B)Gao>G 
Točke a i b naći će se stoga na potencijalima: ; 0) Gao<G. 

2U 1.32. U nekom krugu nalaze se serijski vezana tri otpornika namotana žicom iz 


Pa=P—Uj=P—LR=pa+U,;=1,2R= su istog materijala i jednake dužine. 


Ako se promjeri otpornika nalaze u odnosu d,:d,:d,==1:2:3, a prvi otpornik ima 
U otpor R,=36 2, koliki je pad napona na Ry uz U==98 V? 
VR abe deeper Vidno do j ms Ž : 


R A R3 


pa će između njih vladati napon: 


U 
Uo=ga—go=-——16V. 


1.29. Odredite napon Ua iz prethodnog zadatka, uzimajući pv==0. 


U 
1.30. Ukupni otpor između točaka a i b sa sl. 1.30 iznosi: ' SI. 1.32. SI. 1.33. 
(B) Rav=2R x1.33. Kroz dva usporedno spojena otpora R,=4 92i Rx==12 92 (sl 1.33) teku struje 
b) Rao>2R ; l,=6 A i 1, nepoznata iznosa. 
C) Rav<2R Odredite a) struju 7, 
d) Rav==0. b) ukupnu struju I 


c) nadomjesni otpor R. | 


+ 1.34. Ako na vodljivosti od 0,1 S sasl. 1.34. postoji pad napona od 6 V, odredite 
iznos Gx. 


Q 


Q1Ss 


Sl. 1.34. SI. 1.35, 
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1.35. U kakvom odnosu moraju biti temperaturni koeficijenti «, i «g da bi struja I 
bila neovisna o temperaturi, ako je temperaturna zavisnost otpora iznosa 2R, sa 
sl. 1.35. zanemariva? (Sa R, su označene vrijednosti otpora pri 20%C.) 

- 1.36. U spoju prikazanom slikom 1.36. odredite napone na svim otporima. 
Zadano: R=R=49, R=120,  R=7A 


Ri=R5=209,  R,=80Q i U=200V. 


- 1.37. Kroz vodljivost Gy sa sl. 1.37. teče struja I; =8 A. Odredite napon izvora U 
i struje kroz sve vodljivosti i izvor. 


Zadano:. G;=G,= 0,125 S, G,=G,=0,25 S, 
G;=G,=0,5 S. 
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1.38. Za koji će se iznos promijeniti struja / nakon zatvaranja sklopke S sa sl. 1.38.? 


* SL 1.38. 


1.39. Ako se u točki a krug sa sl. 1.39a) presiječe i u njega ubaci ampermetar otpora 
Ra==0,1 £2, za koji će se iznos promijeniti struja / i napon U.g? 


2052 


S1. 1.39. 


Rješenje 


Izračunajmo prvo struju / i napon Uv4a kada ampermetar nije uključen u krug:. 


Uea=20—1! :4=16V. 
Uključivanjem ampermetra prilike će se u krugu promijeniti, jer će se uz postojeće 
otpore u njemu sada naći i Ra. Nova struja I' i napon U, bit će zato: 


r 750 70995 A 
0,1+4+ 
20+80 


U,4==20—0,995 (0,1 +4) ==0,995 - 16==15,9 V. 


39 


L: 


Prema tome, struja 7 i napon Ucg promijenili su se za: 
Al=I'—I=—0,005 A 
AUua= Ua = Ua= — 0,08 V. 


Zaustavimo se malo na ovim rezultatima da bismo ih prokomentirali. 
Ubacivanjem ampermetra u, krug strujni i naponski odnosi će se u njemu promi- 
jeniti, pa struja koju instrument izmjeri (i koja stvarno teče kroz njega) neće biti 
jednaka pravoj struji. Uzrok nastaloj pogrešci je otpor ampermetra Ra. Želimo 
li njezin iznos reducirati, morat ćemo smanjiti Ra. Što je Ra manji, njegova pri- 
sutnost u krugu manje će se osjetiti. Idealni ampermetar, koji, dakako, ne postoji, 
imao bi Ra=0. U realnim instrumentima Ra nije nikada jednak nuli; no ako je 
on mnogo manji od njemu serijski spojenih ostalih otpora kruga, dobit ćemo si- 
tuaciju koja praktički odgovara idealiziranom slučaju. Zbog toga se vrlo često 
može uzeti da je Ra= 0, a da se pri tome mnogo ne pogriješi. Pri preciznijim mje- 
renjima takva aproksimacija očito ne dolazi u obzir. 

Ako su u nekom strujnom krugu spojeni i ampermetri, pri određivanju struja i 
napona treba na mjesto instrumenata staviti njihove otpore i zatim uobičajenim 
metodama riješiti problem. Ako su im otpori zanemarivi, dotična se mjesta spa- 
jaju kratko. 

1.40. Ako paralelno otporu od 10 kf2 sa sl. 1.402) priključimo voltmetar otpora 
Rv==100 Kk, za koji će se iznos promijeniti napon između točaka a i 8? 


R,= 100 k52 


Sl. 1.40..a, b 
Rješenje 
Na osnovi sl. 1.40a), na kojoj voltmetar još nije uključen, nalazimo: 
6:18 :10% 
(1040) + 10% 


Spajanjem voltmetra prilike se u krugu opet mijenjaju, jer se sada, paralelno s 
otporom od 10 kQ, nalazi i otpor Ry=100 kQ (sl. 1.40b). Novi napon U, bit će 
stoga: 


ab 1,2 V. 


6.1010 , 
10+100 


IMO 40] - 10% 
10-+100 


U,= 


=1I11V, 


40 


pa će promjena napona U iznositi: 
AUqo=Ugp— Uo = — 0,089 V, . 


Prema tome, i voltmetar spojen između dviju točaka kruga mijenja naponske i 
strujne odnose u njemu, unoseći odgovarajuću pogrešku u mjerenje. Što je otpor 
voltmetra Ry veći, njegov će utjecaj manje doći do izražaja. Idealan voltmetar 
imao bi beskonačan otpor. Ako je, međutim, Ry mnogo veći od njemu paralelno 
spojenog otpora potrošača, postići ćemo opet stanje koje je blisko idealnom. Zbog 
toga se u praksi, osim ako to nije posebno naglašeno, vrlo često uzima Rv==o0. 
Nađe li se voltmetar u nekom spoju priključen između dviju točaka, da bi se od- 
redile struje u pojedinim elementima treba voltmetar zamisliti kao da je isključen 
(uz Rv=00) i zatim riješiti problem standardnim postupkom. Ako otpor voltmetra 
nije beskonačan, zadatak se rješava tako da se uračuna i Ry spojen na mjestu volt- 
metra. 


1.41. Ako ampermetri zanemarivog otpora mjere struje Zay==5 mA i 72:20 mA, 
koliki je otpor R u mreži prema sl. 1.41? 


2R 
SI. 1.41. SI. 1.42. 


1.42. Kolike napone mjere voltmetri vrlo velikih i jednakih otpora (Ry > R) u mreži 
prema sl. 1.42? 


1.43. Ako voltmetar vrlo velikog otpora prema sl. 1.43. mjeri napon od 4 V, ko- 
liki iznos ima struja 1? dy 


4i 


1.44. Ako ampermetri A, i A, zanemarivog otpora, sl. 1 44), mjere, uz zatvorenu će i j di 3 ijedi m 
: 3 otpora, sl. 1.44), mjere, ' poteći struja 1. Odredite odnos E,/E,, ako za struje kroz R, vrijedi relacija 
sklopku S, struje: Iyu==10 A, Iga=1 A, kolike će struje oni mjeriti kad se sklopka IL=23. : a \ pv 5 
otvori? : : 
A 1.47. Ako struje 2, i I, sa sl. 1.47. imaju iznose: A=1 A; Ip==2A, izračunajte 


s i : . 
' i vrijednosti otpora R, i Ro. 
1.48. Odredite napone i struje što ih mjere idealni instrumenti u mreži na sl. 1.48. 


005 S 002 S 


SI. 1.44. 


+ 1.45. Voltmetar u spoju prema slici 1.45. mjeri napon Uv=10 V. Odredite napon 
izvora U. 


SL. 1.48. 


! 1.49. Otpor voltmetra koji ima više Ijernih područja najčešće se zadaje u k2Q/v. 
Pruva vrijednost Ry dobiva se množenjem ovog podatka s punim otklonom skale 
pojedinog područja. : 

Ako u spoju prema sl. 1.49. voltmetar sa 10 kQ/V na području od 30 V mjeri na- 


SI. 1.45. 
; : e Si. 1.46. pon od 15 V, koliku struju mjeri ampermetar otpora Rx==0,5 Q? 
BE) 1.46. U mreži na slici 1.46. sklopka S nalazi se u početku u položaju ,a“ i u tom ' 
slučaju kroz R,=2R teče struja I,. Prebacimo li sklopku u položaj ,b“, kroz R, ' 862 s 


AR : 


SI. 1.49. SI. 1.50. 


- 1.50. U spoju prema sl. 1.50. ampermetri A,, A, i A, imaju otpore Rx=0,2 A. 


SL. 1.41. 
' 43 


Ako A, mjeri struju Ia,=500 mA, a voltmetar sa 20 kQ/V na području od 10 V 
napon Uy==6 V, kolike struje teku kroz ampermetre A, i A4? 


1.51. Na otporu Re, sl. 1.51, izmjeren je voltmetrom vrlo velikog otpora pad na- 
pona U,. Ako dođe do kratkog spoja otpora R,, na R, će biti izmjeren napon U,. 
Odredite odnos UL/U, ako je RR>E=Ra=Ra=R, 


Si. 1.51. SI. 1.52. 


1.52. Ako otpor Ra, sl. 1.52, mijenja svoj iznos od 0 do co, kako će se morati mije- 


njati Ry da bi napon na Ry; ostao konstantan i jednak =. Odredite funkciju 


R,=f(Ra) za taj uvjet. Kako veličina otpora Ra utječe na dini unutar kojeg se 
mijenja R,? 
Zadano: R=200, R,=50Q, R;=100, R,=60 0, R,=30 0. 


1.53. Uz otvorenu sklopku S kroz ampermetar sa sl. 1.53. teče struja Ž,, a uz zatvo- 
renu struja 7. Da li je: Z>Ih b=lili ZL? RA<«R. 
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1.54. Hoće li napon što ga mjeri voltmetar sa sl. 1.54. porasti, pasti ili ostai ne- 
promijenjen nakon zatvaranja.sklopke S? Na koji način otpor voltmetra utječe 
na rezultat mjerenja? 


Sl. 1.54. Sl. 1.55. 
; ue 2 oda - 1 
1.55. Što će se dogoditi s naponom što ga mjeri voltmetar sa Ry a kada se sklopka 
S sa sl. 1.55. zatvori? Što će se dogoditi s mjerenim naponom nakon zatvaranja 
sklopke ako Ry nije mnogo veći od pu 
1.56. Na sl. 1.56. prikazan je spoj s idealnim instrumentima i izvorom napona. 


Kod neke vrijednosti otpora R, kazaljke instrumenata A, A,, Az i V imaju odre- 
đene otklone. Sto će se dogoditi s tim otklonima ako se R, poveća? 


SI. 1.56. 


Rješenje 
Zbog lakšeg praćenja i preglednosti, kako ovog, tako i budućih sličnih problema, 
uvodimo slijedeću ,,stenografiju“: 


ft =,raste“ 
+ o=,pada“ 


> = slijedi“. 
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Budući da voltmetar V mjeri uvijek isti napon U, bez obzira na vrijednost R,, 
zaključujemo da: 


bl 


kada Rz € > 
zed U skiz 


In (jer 124). 


1.57. Ponovite razmatranje iz prethodnog zadatka uz pretpostavku da je u se- 
riju s izvorom napona, ispred ampermetra, uključen i otpor Ra. 


. Rješenje 
Kada Ref —> Rgf-> Ruet > Il> Upal> Uvt> If 12h. 


1.58. Ponovite razmatranje iz prethodnog zadatka za slučaj realnih instrumenata. 


Rješenje 


Realnost instrumenata očituje se u tome da se u seriju sa Rg, Ry i R, dodaju kon- 
stantni otpori Ra, Ray i Rag, a u paralelu s granama u kojima se nalaze R, i R, 
još i otpor voltmetra Ry. ' 


U tom slučaju: 


kida Rij Role Rab > H> Uaels U (ph j>b 
V 


1.59. Što će se dogoditi s otklonima kazaljki instrumenata sa sl. 1.59. kada R, stane 
mijenjati svoj iznos od 0 do oo? 


SI. 1.59. 
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rene mere 


> RAPA PVE ONI PRERANA POČ OK NELE A 2 ot 


PA S VAPNA GER toa o ra rp oo ja 


1.60. Što će se dogoditi s otklonima instrumenata ako otpornik R, sa sl. 1.60. Dre- 
gori? 


Si. 1.60. 


1.61. Kazaljka voltmetra priključenog paralelno otporu R, sa sl. 1.61. pokazuje 
nekakav otklon. Što će se dogoditi s tim otklonom 
a) ako dođe do prekida vodiča na mjestu a—a? 
b) ako dođe do prekida vodiča na mjestu b—b? 
c) ako dođe do kratkog spoja otpora R2? 
R 


SI. 1.61. : SI. 1.62. 


1.62. Što će se dogoditi s padom napona na otporu R, sa sl. 1.62. ako dođe do 
kratkog spoja točaka a i 8? 
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L 


L: 


1.66. Vrijednost promjenljivog otpora R, iz mreže sa sl. 1.66a) mijenja se od 0 da co. 


Uslijed toga dijagram od (Ry) izgleda kao što je to prikazano skicom: 


> 


1.63. Kako promjena otpora R, sa sl. 1.63. dtjeće na napon između točaka aib 
u slučaju kada između tih točaka: 


a) nije priključen nikakav otpor 


R R; a) A 
b) priključen je otpor R. b) B 
e) C 
d) D 
na sl. 1.666). 
' u, 
9) bj 
SI. 1.63. : SI. 1.64. SI 100:9;.b 
1.64. Ako otpor R, sa sl. 1.64. raste od vrijednosti R,=R do R,=09, struja kroz Peba napona Uj o veličini otpora R, na sl. 1.67a) prikazana je na sl. 1.676) 
ampermetar zanemarivog otpora: 
a) A )C 
a) raste 
b) pada b) E d) D 
c) ostaje konstantna. : 
1.65. Ako se vrijednost otpora R, sa sl. 1.65. povećava od 0 do oo, struja kroz am- U, k 
permetar otpora Ra će: 
a) rasti = c) biti konstantna i različita od U U 
b) padati d) biti konstantno jednaka 0. 
U 
2 


b) 


SI. 1.65. SI. 1.67. a, b 


48 4 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 
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1.68. Ovisnost napona U, o iznosu otpora R, sa sl. 1.68a) prikazana je na sl. 1.68b) 


dijagrammom : 
a A c) C e) E 
b) B d)D 


a) 


SI. 1.68. a, b 


1.2.3. NAPONSKI I STRUJNI IZVORI 


U dosadašnjim primjerima redovito smo promatrali izvore koji na svojim polo- 
vima daju uvijek isti napon, bez obzira na to što je na njih priključeno (s izuzet- 
kom kratkog poja). Takve izvore nazivamo idealnim naponskim izvorima. 

Kod realnog naponskog izvora napon na polovima ovisi o veličini priključenog 
potrošača, odnosno, točnije, o struji koju on dostavlja potrošaču. Fizikalno tuma- 
čenje te pojave nalazimo u činjenici da izvor ima neki vlastiti unutarnji otpor Ry, 
na kojem struja stvara određeni pad napona. Unutarnji napon izvora označavat 
ćemo slovom E, a napon na njegovim stezaljkama, ili vanjski napon, sa U. Pri 
tome će vrijediti: 

U=Fp>ABeE—I: Ri. 


1.69. Na realni naponski izvor sa E=12 Vi R=1 2 priključuju se, jedan po 
jedan, otpori: R,=5 A, R=2QiR,=1 12. U kojem će od ta tri slučaja napon 
na stezaljkama izvora biti najmanji? 


i 
i 
0 
1 
I 
( 
0 
t 
i 
t 
1 
\ 
LI 
! 
1 
\ 
' 
\ 
( 
' 
1 
LI 
TI 
' 
1 
i 
\ 
1 


SI, 1.69, a 
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Rješenje 


Na osnovi sl. 1.692) i relacije U==E—] + R; lako zaključujemo da će napori na 
stezaljkama biti to manji što se veći iznos AE bude oduzimao od E. Kako AE 
ovisi o I, a I o ukupnom otporu u krugu, to će uz manji R (i pretpostavljen kon- 
stantan R4) AE biti veći, a U manji. Prema tome, najmanji napon U imat ćemo uz 
najmanji iznos R, tj. uzR=R,=1 1. 


SI. 1.69. b 


Na sl. 1.69b) nacrtana je vanjska karakteristika izvora U=f(1)=E—I->-Rg; i na 
njoj su naznačeni naponi Uj, U, i U,, koji se javljaju na stezaljkama kada krugom 
teku struje /,, 1, odnosno 1,, uz priključene otpore Ry, R, i Ra. Pri tome je: 
L=2A,U,=10V,(AE),=2V; L=4A, U,=8 V,(AE)=4V; L=6A, U,=6V, 
(AE);==:6 V. 


1.70. Dva realna naponska izvora zadana su vanjskim karakteristikama 1 i 2 pri- 


kazanim na sl. 1.70. Koliki otpor treba priključiti na jedan i drugi izvor da bi nepa 
na njihovim stezaljkama bili jednaki? 


uv 


LA 


Rješenje 


Spajanjem raznih otpora na izvore može se postići jednakost napona na neograni- 
čen broj načina. Ako, međutim, treba priključiti isti otpor i na jedan i na dru- 
gi izvor, rješenje je potpuno jednoznačno. 
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qa 


L 


Le 


Na osnovi sl. 1.70, zaključujemo da su: 


gov neče ite o 
Aa 

Realova; =a 
Ii S 


Ako su priključeni'očpori i naponi na njima isti u oba slučaja, onda i struje u jed- 
nom i u drugom krugu moraju biti jednake. Taj uvjet može se zadovoljiti jedino 
režimom koji odgovara presjecištu karakteristika, dakle uz I=2A, kako se to 
lako dade ustanoviti. Odatle se mogu ižračunati vrijednosti otpora R preko: 


E—I.Ra_ E—I:Re 
Ž 


R= =3. 


1.71. Izvoru sa E=12 V pao je napon na stezaljkama na 11 V nakon priključivanja 
otpora R=1 f2. Koliki je unutarnji otpor izvora R;? 


1.72. Priključi li se na realni izvor otpor R,==15 £, u krugu će poteći 
struja /=7,5 A. Spoji li se, međutim, na isti taj izvor (uz isključen R,) otpor 
R,=45 f, na njemu će se pojaviti pad napona U=145 V. Odredite E i R, izvoru. 


1.73. U kakvom odnosu stoje unutarnji otpori izvora 1 i 2, vanjske karakteristike 
kojih su prikazane na slici 1.73? 
U 


E 


SL, 1.73. 


1.74. Na izvor napona E==6 V i R;==0,04 Q priključen je potrošač R,=10 Q. Ko- 
liko puta će se promijeniti napon na stezaljkama izvora ako mjesto otpora R, na 
njega spojimo otpor R,==10 + R,=100 Q? 

Koliko puta će 'se pri tome promijeniti struja? 

1.75. Ponovite prethodni zadatak za slučaj da je R;==4 kQ. Do kakvih zaključaka 
možemo doći na osnovi dobivenih rezultata u ova dva zadatka? 


1.76. Na realni izvor priključuje se promjenljiv otpor. Kod neke njegove vrijed- 
nosti R napon na stezaljkama bit će U. Promijeni li se postavljena vrijednost otpora 
R za iznos AR, doći će i do promjene napona U za iznos AU. Odredite i nacrtajte 
.. AU dod m R 
funkciju —— =f, (x), gdje je sa x označen odnos —. 
AR Ri 
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Koji je fizikalni smisao ove funkcije? Kako parametar Ra utječe na njezin oblik? 
Do kakvog zaključka možerno doći unalizirajući funkciju f, (x) za vrijednosti x> 1? 


1.77. Promjenom vrijednosti otpora R iz prethodnog zadatka za iznos AR doći 

će i do promjene struje za iznos A]. 

Odredite i nacrtajte funkciju s =f (x), gdje je opet sa x označen odnos e U 
Ž 

što ta funkcija prelazi kad je x<1? Što se iz toga može zaključiti? 


1.78. Imajući na umu rješenja prethodnih zadataka, zaključite u kojim je slučaje- 
vima uputno naponski izvor prikazati ekvivalentnim strujnim izvorom. 


Rješenje 


Krenemo li formaino-matematički od izraza: 


U=E—I-R. 
odnosno: 
EU, 
RR 


možemo postaviti pitanje kako bi morao izgledati izvor kojim bismo opisali ovu 


potonju relaciju i koji bi nadomjestio onaj sa sl. 1.78a). Budući da je član ZI k= 
4 

konst, a napon i struja na potrošaču u jednoj i drugoj interpretaciji moraju ostati 

isti, dolazimo do sl. 1.786), na kojoj je izvor, kao fizička cjelina, shematski prikazan 

jednim izvorom konstantne struje i njemu paralelno spojenog unutarnjeg otpora. 


NAPONSKI 


IZVOR IZVOR 


SL. 1.78. a, b 


Ako je R«R, onda će napon na potrošaču, kao što smo to ranije pokazali, biti 
praktički neovisan o iznosu njegova otpora. Struja u krugu bit će, naprotiv, odre- 
đena u prvom redu priključenim otporom (i vrijednošću E, dakako). U takvim 
slučajevima zgodnije je raditi s izvorom na sl. 1.784), jer se u praksi često može 
zanemariti Ry u odnosu na R. 
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No ako je Ri>R, onda je struja kroz potrošač praktički neovisna o iznosu R, dok 
napon nije. U takvim situacijama prikladnije je operirati sa strujnim izvorom 
predočenim slikom 1.786). Uz R:> R skoro sva struja 7 + prolazit će potro- 


1 
šačem; uz veći R bit će na njemu i veći pad napona. 


1.79. U kojim će slučajevima realni naponski i strujni izvori prijeći u idealne? 


Rješenje 


Idealni naponski izvor davao bi na svojim stezaljkama uvijek isti napon, bez obzira 
na to što je na njega priključeno. Da bi on to mogao, treba biti Ri==0 (sa sl. 1.788). 


Idealan strujni izvor davao bi uvijek istu struju bez obzira na to koliki je potrošač 
na njega spojen. Taj uvjet može se ispuniti jedino uz Ri==00, 

Idealni naponski i strujni izvori nisu definirani za slučaj kratkog spoja i praznog 
hoda, jer bismo tada dobili /==00, odnosno U =o0. 


1.80. Na realni izvor sa E=120 V, R;=5 12 priključen je potrošač R=25%, kao 
što je pokazano na sl. 1.80a). Odredite struju u krugu, napon na potrošaču R i 
pad napona na unutarnjem otporu izvora. Nakon toga nadomjestite naponski 
izvor strujnim i ponovno odredite sve te veličine. Usporedite rezultate. 


SI. 1.80. a, b 


Rješenje 
U krugu sa sl. 1.804) teći će struja: 
I= žu 
R:+R 
pa će pad napona na unutarnjem otporu biti: 


AE=1IR;=20 V, 


4A, 


tako da je onda: oke 
U=E—I.R;=I-R==100 V. 
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Nadomjesni strujni izvor sa sl. 1.806) imat će: 


I meg A. 
Ri; 

Smjer struje I; bit će određen polaritetom napona E; ako izvor ima ,-i-“ pol 

okrenut prema stezaljci a, Ix će teći prema a, kako bi u vanjskom otporu R struja 

I u jednom i u drugom slučaju imala isti smjer. 

Na paralelnoj kombinaciji Ry i R, Ig će stvoriti pad napona: 


jen Sv; 
i 
tako da će kroz Rz; i R teći struje: 
kao IR _20A 
' Ro R+R 
nu jab. ada 
z OR 
pa je: 
h=L,H. 


Kao što vidimo, napon na potrošaču R i struja kroz njega su u jednom i u drugom 
slučaju isti. No na unutarnjem otporu prilike se mijenjaju, pa 0 toj činjenici treba 
voditi računa prilikom pretvorbe naponskog izvora u strujni i obratno. Kako je 
sama pretvorba zapravo jedan formalno-matematički zahvat, stvarnu sliku o na- 
ponskim i strujnim prilikama dobivamo promatrajući dio izvan izvora, tj. desno 
od stezaljki a—& (u ovom konkretnom slučaju). 


1.81. Na vodljivosti G==20 mS sa sl. 1.81a) izmjeren je napon Ug»= —40 V. Kolika 
je unutarnja vodljivost G: izvora i kako izgleda nadomjesni naponski izvor ako 
je 1k==0,85 A? 


Sl. 1.81. a, b 


Rješenje 
la Ugy= — 40 V siljedi da struja /. naznačenog smjera iznosi: 
I=Uu:G=0,%A, 
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tako da je onda: 


EJ-# : 2082 
la,=1x—1=0,05 A. 
"  Dabi struja Ig; stvorila na vodljivosti Gy pad napona Usgg=40 V, mora biti: 
do 


Ia; | 
Gi=57=1,25 mS. 


Ekvivalentan naponski izvor, prikazan na sl. 1.916), imat će stoga: 


E —1E_680 V, 
a : 
: S »-+“ polom okrenutim prema točki 5. > 
Na taj izvor priključena je u seriju s Gy vodljivost G. : ' SI. 1.84. 
7 Za kontrolu, izračunajmo struju 7 i napon Ugo»: 1.85. Odredite pad napona na vodljivosti G==0,2 S sa sl. 1.85, računajući sa struj- 
a Gea nim izvorom u mreži. Provjerite rezultat nadomještajući strujni izvor naponskim. 
I=E- =0,8 A ; 
: Gr+G | 
Ke aga 
= G 


— 1.82. Koliki napon vlada između točaka a i b sa sl. 1.82? Zadatak riješite bez pretvor- 
be strujnog izvora u naponski. 


uu 
-= £ 
Bh 
- 
s 
: SI. 1.85. 

- 

1.86. Ako u spoju prikazanom slikom 1.86. otpor R=20 2 promijeni iznos na 
“ vrijednost 2R, kazaljka voltmetra vrlo velikog otpora skočit će sa 80 mV na 160 mV 

(odnosno na 160 mV—x, gdje je x zanemariva veličina). Na osnovi ovih podataka 
“ zaključite koliki su elementi strujnog izvora Ix i Ri. 
3 SI. 1.82. S1. 1.83. 


.* 1.83. Ako ampermetar i voltmetar sa sl. 1.83. mjere: Zai=0,4A i U,=8 V, odredite 


iznos struje Iz idealnog strujnog izvora i vrijednost otpora R. Koliki napon vlada 
« na stezaljkama strujnog izvora? 


1.84. Koliki napon vlada između točaka a i b spoja prema slici 1.84. kad na njih 
ništa nije priključeno? Za koliki iznos će se taj napon promijeniti ako se na a i b 
priključi otpor R=5 2? Zadatak riješite sa strujnim izvorom u mreži. SL, 1.86. 
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1.87. Ako otpor .X sa sl. 1.87. doživi neku promjenu A.X, doći će do promjene 
potencijala točaka a i 6. U kakvom će odnosu stajati Apa i App za određeni AX? 


SI. 1.87. SI. 1.88. 


1.88. U spoju prikazanom slikom 1.88. R; je mnogo veći od R. Ako otpor R1 pro- 
mijeni vrijednost sa Ri=R na Ri=2R, napon što ga mjeri voltmetar će: 

a) porasti približno dva puta, 

b) ostati gotovo nepromijenjen 

c) pasti na približno polovicu prvotnog iznosa. 

1.89. Što će se dogoditi s naponom što ga mjeri voltmetar V sa sl 1.89 ako kratko 
spojimo otpor Ri? 

a) napon se povećava. 

b) napon se smanjuje. 

c) napon ostaje konstantan. 


+|&E 
I 


SI. 1.89. . SL. 1.90. 


1.90. Struja I, što je mjeri idealni ampermetar spojen u krug s idealnim naponskim 
i strujnim izvorom, sl. 1.90, dana je s: 


a) n=I-2 c) l=>+1I 
E 
) lx đa m 
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1.2.4. ELEMENTARNI STRUJNI KRUGOVI S VIŠE IZVORA 


U dosadašnjim primjerima obradili smo krugove s jednim izvorom električne 
energije i većim brojem potrošača. Ako se u njima nađe nekoliko izvora, razmatranja 
postaju nešto složenija. Osnovu za određivanje struja u pojedinim elementima, 
pa preko njih i napona, daju I i II Kirchhoffov zakon: 

žI=0 

žE=2žI:R 
pisani za pojedini čvor, odnosno petlju ili konturu. | 


Na ovom mjestu mi ćemo se ovim zakonima služiti u relativno jednostavnim kon- 
figuracijama; njihova prava primjena doći će da punog izražaja u analizi linearnih 
mreža. ' 


1.91. U spoju prema sl. 1.91a) odredite struju kroz pojedine elemente, ako je za- 
dano: RR=R,=20 2, R,=100, Rx=15%, R;==35Q, E,=5V, E=4V, E,==12 


V, E=3 V. - 
& : A R & AR 
" + 
Re niski R 
ti 4 
z Ea 
i TF obilaženja 
: +|& & 
E, Rs 


R & Rs 


a) b) 
SL 1.91. a, b 


Rješenje 

Kako su svi elementi spojeni u zatvorenu petlju, kroz sve njih teći će jedna te ista 
struja, iznos i smjer koje treba odrediti na osnovi II Kirchhoffova zakona. Budući 
da u petlji postoji veći broj izvora od kojih bi neki nastojali tjerati struju u smjeru 
kazaljke na satu, a drugi obrnuto, morat ćemo prvo unijeti određeni red u označa- 
vanje napona i struja. To se najlakše postiže uvođenjem neke vrste koordinatnog 
sustava, ako smijemo tako reći. Taj koordinatni sustav bit će u ovom slučaju tzv. 
»pozitivni smjer obilaženja petlje“, koji potpuno proizvoljno definiramo za danu 
konturu. Neka to bude u konkretnom primjeru smjer kazaljke na satu, kao što je 
to označeno na sl. 1.916). Napominjemo da strelica kojom je definiran smjer obi- 
laženja ne predstavlja nikakvu struju. i 

Što smo time dobili? Prilikom pisanja jednadžbe II Kirchhoffova zakona za do- 
tičnu petlju, mi ćemo izvore koji imaju tendenciju tjeranja struje u smjeru koji se 
poklapa s pozitivnim smjerom obilaženja petlje uzeti s pozitivnim, a one druge 
s negativnim predznakom i tako izbjeći nejasnoće u postavljanju jednadžbi. 
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Ostaje, međutim, još otvoreno pitanje struje. U trenutku kada pišemo polaznu 
jednadžbu, ne znamo ni njezin smjer, ni iznos. Zbog toga, opet, sasvim proizvoljno 
krećemo od pretpostavke da ona ima jedan određeni smjer (u ovom slučaju odabrali 
smo smjer kazaljke na satu), i ako se on poklapa s definiranim pozitivnim smjerom 
obilaženja petlje, onda struji pripisujemo pozitivan, a ako ne, negativan predznak. 
Rezultat svojim predznakom indicira da li je pretpostavljeni smjer ispravan (po- 
zitivan predznak) ili nije (negativan predznak). 

Imajući, dakle, na umu sve što je rečeno, jednadžba II Kirchhoffova zakona zat 
petlju sa sl. 1.91b) glasit će: 


E—E+E—B=I>: RH >+ReHI + R+HI RH: Ry 


odnosno: 
_  fi-B+83—E4 
= Bi+R+Rs+Ra+Rs" 
što nakć6n uvrštavanja zadanih vrijednosti daje: 
I=0,1A. 


Prema tome, u danoj petlji teče struja od 0,1 A u pretpostavljenom smjeru kazaljke 
na satu. 


1.92.. U petlji iz prethodnog zadatka odredite struju uz sve moguće kombinacije 
pozitivnog smjera obilaženja i pretpostavljenog smjera struje. 


Rješenje 


LJ & BR 


ps 
& A pozitivni R 
smjer 
+ obilaženjo 
+|& 


dj Rs 
a) 
: R> & R & B 
rr: 
E L- pozitivni“ R E, pozitivni 
smjer 2 smjer 
+ obitaženja + obitoženja 
+) E t + 
+ E (=) | + E > i 
AR, & Rs R E R 
c) d) 


SI. 1.92. a, b, c, d 
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Na slikama 1.92a), b), c) i d) naznačena su sva četiri moguća slučaja za koje treba 
naći traženu struju. Pođimo redom i izračunajmo je: 


a) Iz 
E,—E+Eg—bi=I (R—+R2+R3+R4+R5) 

dobivamo: 

si are 2 —0,1 A, 
sa R+R2+R3+R4+R5 

z 
E—E+E—Ej= —I *(Rt+Ro+R5+R4+R9) 

dobivamo: 

__ Bi—Ea+Fs—E4 mmjo 

Ri+Ra+R3+R:+Rs5 


Prema tome, struja od 0,1 A ne teče u pretpostavljenom, nego u suprotnom pravcu, 
u smjeru kazaljke na satu. 


c) Iz 
—E+BE—Es+Ei=—1I:(R+R+R3g+R4+Rg) 
proizlazi: 
sot —f,+E—B+Ea —01A 
Ri+Ra+Rs+Ra+Rs 
tj. struja od 0,1 A teče u smjeru Kazaljke na satu. 
d) Iz 
—E+R—E;+E=1(Ri+R2+R3+R4+R5) 
slijedi: 


sa —EHEL+B—B3+' 

Ri+Re+Rs+Ra+Rs5 
što nas opet navodi na zaključak da smo pogrešno pretpostavili smjer struje i da 
ona teče u suprotnom pravcu, dakle u smjeru kazaljke na satu. 
Pogledamo li sva četiri rezultata, vidjet ćemo da struja ima isti smjer i iznos, bez 
obzira na to kako smo ih odredili. To je, dakako, i razumljivo, jer su oni uvjetovani 
elementima kruga, a ne metodologijom našeg računa. 
Ovim primjerom ilustrirana je činjenica da se pozitivni smjer obilaženja petlje 
i smjer struje zaista mogu odabrati proizvoljno. 


=—0,1A, 


1.93. Odredite napon na paralelnoj kombinaciji otpora sa sl. 1.93, i struje kroz sva- 
kog od njih. s 
69 


T2 
SI. 1.93, 
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1.94. Odredite napon između točaka a i b sa sl. 1.94. 


4 ks? 


1.95. Za koliki će se iznos promijeniti napon što ga mjeri voltmetar sa sl. 1.95. 
kad se sklopka S zatvori? 


1.96. Koliku struju i u kojem smjeru daje strujni izvor Iz, sl. 1.96. ako kroz otpor 
od 34 1 teče struja I=40 mA u naznačenom smjeru? 


19v 1652 


4msS 


ik 
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1.97. Za koji će se iznos promijeniti napon između točaka a i b sa sl. 1.97. kad na 
njih spojimo izvor sa E=20 V i R;=10 9? Za koji će se iznos promijeniti struja 
kroz E i Ry ako mu prilikom spajanja na a i b zamijenimo stezaljke? 


b 
SI. 1.97. SI. 1.98. 


1.98. Ako u granama dijela neke mreže prikazanog na sl. 1.98. teku naznačene struje, 
koliki iznos ima otpor R? 


1.99. Ako voltmetar V, sa sl. 1.99. mjeri napon [Uy,=190 V označenog polariteta, 
što će pokazivati voltmetar V, nakon zatvaranja sklopke S? 


SI. 1.99. 
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1.100. Dva voltmetra i jedan ampermetar (idealni) uključeni su u mrcžu prenni 
slici 1.100. Ako instrumenti pokazuju U4,==200 V, Uy2==80 V i /a=2A, te ako 
poznamo iznose samo onih elemenata koji su naznačeni na slici, odredite struju 
Iz po iznosu i smjeru. 


SI. 1.100. 


Sl. 1.101. 


a) otvorenu sklopku S 

b) zatvorenu sklopku S. 

1.2.5. POTENCIJALI I POTENCIJALNI DIJAGRAMI 

Određujući napone između pojedinih točaka nekog strujnog kruga, zaključili 
smo da, operirajući pojmom potencijala, probleme često možemo prikladnije 


obuhvatiti i riješiti. Ako se broj elemenata kruga poveća i ako ustrojstvo mreže 
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postane složenije, poželjno je račun učiniti preglednijim, kako bi se izbjegle even- 
tualne zabune. Odredimo li potencijale pojedinih točaka kruga te ih u mjerilu 
prikažemo u obliku dijagrama, izračunavanje napona između bilo kojih dviju 
točaka postat će vrlo jednostavno; u nacrtanom potencijalnom dijagramu treba 


.samo očitati razliku njihovih potencijala. 


Da bismo mogli nacrtati dijagram, bit će potrebno: 
a) odrediti prethodno struje u pojedinim elementima, 


b) uzeti u obzir činjenicu da se kraj otpora na koji struja ulazi nalazi na višem 
potencijalu od onog iz kojeg izlazi za iznos pada napona na njemu, 


Cc) imati na umu da se ,,-4-“ pol izvora nalazi na višem potencijalu od ,,—-“ pola 
za iznos od E volta, 


d) podsjetiti se na to da proizvoljnim pridjeljivanjem potencijala p==0 bilo kojoj 
točki kruga razlika potencijala dviju točaka ostaje uvijek ista. 


Polazeći od ovih napomena, potencijalni dijagram crtat ćemo tako da na apscisnu 
os nanesemo pojedine točke kruga, onako kako na njih nailazimo kad ga obilazimo, 


a na ordinatnu pripadne potencijale, s tim da je prethodno definirana točka nultog 
potencijala. 


Često se potencijalni dijagram skicira i za dio neke složenije mreže, kako bi se 
olakšalo izračunavanje pojedinih napona. Isto tako i u zadacima u kojima se izričito 
ne traži njegovo crtanje, baratanje s potencijalima i njihovim razlikama može olak- 
šati računanje. 


1.102. Odredite potencijalnim dijagramom koliki napon vlada između točaka A 
iG,Dil,Fi$te Hi E petlje prikazane na sl. 1.1024). 


Zadano: E=10V, E=E,=5V, E =E;=15V, 
Ri=1 A, R=R=R=2A0iR=3N. 


Sl. 1.102. a 
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Rješenje 
Prvo nalazimo struju / koja teče petljom: 
I= E+E2—E3—E+Es5 _ 


= Ri+Re+Rs+Ra+Rs 


Odabravši točku A kao referentnu (pa=0), obilazimo petlju u smjeru kazaljke na 
satu, krećući iz A, i određujemo potencijale pojedinih točaka: 


ga=+E,=+10V 
go=pn—I >: Ri=-+9 V 


Pp=P0+5E,=-+14 V 
itd. 


Unošenjem dobivenih vrijednosti u koordinatni sustav i spajanjem pojedinih 
točaka dobivamo dijagram sa sl. 1.102b), iz kojega onda proizlazi: 


Uja=Pa—Pa=0—(—6)=6 V 
Upri =pp—Pr=14—(—13)=27 V 
Urs =pr—er=—3—(—15)=12 V 


Uga=Pa—pis=—l1—12=—23V. 


Si. 1.102. b 
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1.103. U mrcži prema sl. 1.103a) odredite napone Usp, Una, Uca, Uga i Ugo. 


a) 
SI. 1.103. a 


Rješenje 
Budući da kroz otpore od 4 £2 i 7 £2 ne teče struja, na njima nema ni pada napona. 
Struje I, i I, možemo izračunati neovisno jednu o drugoj: 
nas 

2+3 
_ 15+5 

1+3+6 
Uzmemo li točku 0, gdje je izvršeno uzemljenje, kao referentnu, dobit ćemo po- 
tencijalni dijagram sa sl. 1.1036), na temelju kojega nalazimo: 


=3A 
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re 


Ir 


Ugp=—12—2=—14V 
Ups==2-(—12)=14 V 
Uca=—3—9=—12V 
Uga=-—3—(—18)=15 V 
Uge=1—(—3)=4 V. 


1.104. U mreži prikazanoj na slici 1.104. idealni ampermetar i volmetar mjere stru- 
ju Za=2 A i napon Uy=100 V označenog smjera, odnosno polariteta. Na osnovi 
potencijalnog dijagrama, nacrtanog za konturu A—B-C>-D—E-—F-G-—-H- 
—I—J —B, odredite napone Urg, UBEg i Upr. 


SI. 1.104. 


1.105. Ako između točaka a i b dijela neke mreže sa sl. 1.105. vlada napon U, >0, 
izraz za struju / naznačenog smjera ima oblik: 


a) I=ft Ua» 
R 


SI. 1.105. 
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1.106. Ako su čvorovi a i b sa sl. 1.106. na potencijalima pa=10 V i gs==30 V, 
ampermetar zanemarivog otpora će mjeriti struju od: 


a) 0A 

b) 2A < 59 si pr 
A 1A da ram Oza 
d)3A ' : SI. 1.106. 

e) 4A. 


1.107. Voltmetar priključen na jednu granu električne mreže sa sl. 1.107. mjeri 
napon Uv =0. Struja kroz granu iznosi: 


a) OA 552 ISV 352 
+b) 2A nje 

c) 4,7 A 

d) 35A. SI. 1.107. 


+ 1.108. Ako između točaka q i b dijela neke mreže sa sl. 1. 108. vlađa napon Ugo =10V, 
koliki iznos ima struja 7? 


: ; 18v 
SI. 1.108. > S1. 1.109. 


1.109, Koliki napon vlada između točaka a i b Wheatstoneova mosta sa sl. 1.109? 
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“ 1.110. Strujni krug sa slike 1.110. ulazi u sastav složenije električne mreže. Uz 
poznate struje 11=0,5A i L==2A označenog smjera odredite napon Uap. 


2 


7 ao Jefi> iN 


ru U 
s. KH L 
m: n 

l 


SI. 1.110. Sl. 1.111. 


LI11. U dijelu neke mreže prikazanom na slici 1.111. idealni instrumenti mjere 
struju Za=1 A i napon Uy;=10 V označenog smjera, odnosno polariteta. Odredite 
napon U. 


1.112. Ako idealni instrumenti A,, A» V,iV, sasl. 1.112. mjere: Ia,=| A, Ia=2A, 
Uy,=9 V i U,,=20 V, odredite vrijednosti otpora R, struju Iz i napon Ub. 


SL 1.112. 
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1.113. Nakon zatvaranja sklopke S sa sl. 1.113. potencijal točke A, mjeren u odnosu 
na zemlju: E R R R 
' li 
|a) raste il = roga I—7——r=I | 
b) pada 
s 


1 omijenjen. 
c) ostajenepromijenj SL. 1.113. 


+1.114. Struja / u mostu prema slici 1.114. iznosi: 
:a) I=0 

b) I<0 

€) I>0. 


SL 1.114. 


1.115. Što će se događati s potencijalima točaka A, B i C kada otpor R1, sa sl. 1.115 
počne mijenjati svoj iznos od 0 do co? (Uzemljene točke, označene s L nalaze 
se na potencijalu P==0.) : 


SL, 1,115. 


Ti 


1.116. Točke A i B sa sl. 1.116. nalaze se na fiksnim potencijalima (rnjerenim 
prema zemlji): pa ==100 V, pp =—50 V. Kakav mora biti odnos R,:R, da bi točka 
C, na koju ništa nije priključeno, bila na potencijalu gc==0? ' 


A fea) 


R 


m u) C(gc=0) 


AR R, 


B(4) = 
Sl. 1.116. 


1.117. Dio neke složenije mreže prikazan je na slici 1.117. Točke A, B i C nalaze 
se na fiksnim potencijalima px, pB i pc, mjerenim u odnosu na zemlju i neovisnim 
O iznosima ostalih elemenata mreže. 


Pod kojim će uvjetom vrijediti Upr=Uqr? 


F 
Rs 

H 

+ 
E 

po) 
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1.118. Otpor Ry Wheatstoneova mosta sa sl. 1.118. mijenja svoju vrijednost od 
O do co. Kod kojeg će iznosa biti potrebno zamijeniti stezaljke voltmetra? 


SI. L118. 


1.119. Otpor R, iz prethodnog zadatka ima neku fiksnu vrijednost Hei t 


2 


. 


Kako će se očitovati na instrumentu kratko spajanje pojedinih otpora? 


1.120. Klizni otpornik sa sl. 1.120. ima između krajeva a i b ukupni otpor R==40 
ohma. Odredite potreban odnos Ž,:Z da bismo dobili 1,:L==2. 


Zadano: R,=50Q, R,=80 9, R=70 A, R,=40Q E=180V. 


SL. 1.120. 
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ro zin asnsom taotatvatara. ter koe 


DEA POP 


SR E SIE ZORE a 


EEE Id RAJE: 


1.121. Ako na otporu R, sa sl. 1.121. postoji pad napona Un,=40 V, odredite 
potencijale točaka A i B. ' 


Zadano: 
R,=80 9, Rg=200 9, R,=700 9, R;=60 Q, 


R,=160Q, E,=140 V i E,=30 V. 


Si. 1.121. 


1.122. Odredite napone Uap i UBo u mreži prema slici 1.122. 


4 s IA; 


SI. 1.122, 


T4 


1.123. Točka A iz mreže sa slike 1.123 nalazi se na potencijalu pa==—30 V u 
adnosu na zemlju, dok kroz otpor R, teče struja 1,==0,2 A u naznačenom smjeru, 
Odredite napone Uac i Uces. 


8052 


SI. 1.123. i . 
1.124. Na slici 1.124. prikazane su dvije istovjetne otporne žice AB i CD dužine 


21. Svaka od njih ima otpor od A ohma -po metru dužine. Točke E i F kratko su 


spojene žicom otpora R=0, koja se može pomicati paralelno samoj sebi iz položaja 
A—C (x==0) do B—D (x=2/), tako da uvijek bude AE=CEF. 


Odredite kako se mijenjaju potencijali točaka B i D u ovisnosti o položaju x poprečne 
žice E—F. (ps=fj ()=?; pp=f, Qk)=? u području od x=0 do x=2/). Nacrtajte 
na jednom dijagramu os=f, (x), pr=f(x) i Ugp=f,(2). 


S1. 1.124. 
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LI 


1.125. Zadan je trokut otpora prema sl. 1.125a). Uz uvjet da se potencijali čvorova 
1,213 pri tome ne promijene, on se može nadomjestiti ekvivalentnom zvijezdom 
otpora, prikazanom na sl. 1.125b). Polazeći od uvjeta da su potencijali 
čvorova pp Pz i Ps te struje I,, 12 i Ig ostali isti u oba slučaja, odredite iznose na- 
domjesnih otpora Ryy Reg i Rao, Uz pomoć kojih je provedena transfiguracija tro- 
kut-zvijezda.Ako su poznati otpori Ryo» Reo i Rao, koliki su onda Ry Ra i Ru? 


S1. 1.125. a, b 


1.126. Ako volumetar V sa sl. 1.126. mjeri napon od 0 volta, odredite iznos otpora 


SL. 1.126. SI. 1.127. 


1.127. Izračunajte struju koju mjeri idealni ampermetar u spoju prema slici 1.127. 
ako je E=12V i R=62Q. 
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1.128. Koliki je napon između točaka a i b u spoju prema slici 1.128. 


SI. 1.128. SL 1.129. 


1.129. Odredite odnos napona koji pokazuje voltmetar vrlo velikog otpora prije 
i poslije zatvaranja sklopke (slika 1.129). 


1.2.6. RAD, SNAGA I ENERGIJA 


Izraženi električnim veličinama, energija W i rad A bit će jednaki umnošku napona, 
struje i vremena, dok će snaga P biti: 


Bois 
L 


Ako promatramo omske otpore na kojima se električna energija pretvara u toplinsku. 
moći ćemo, zbog Ohmova zakona, pisati: 


2 
P=U- jelen .R. 
R 
Pri izračunavanju razvijene topline služit ćemo se relacijom 


=U-It, 
gdje je: 9 


Q — toplina u Joulima 


Priključkom omskog potrošača R na realni naponski izvor dobiva se samo dio 
ukupne snage izvora na potrošaču, tako da je koeficijent iskorištenja 


P 
uzeti 
P 


TI. 


gdje su Px—korisna snaga a P; — snaga izvora, 


i : R 
Za dani izvor i korisna i ukupna snaga ovise o adnosu -—. 
Ri 


2. Koja R z 
Maksimalnu korisnu snagu dobivamo u slučaju prilagođenja, tj. za —==1]. Maksi- 


t 
malno iskorištenje izvora (maksimalan 9) postižemo, međutim, kada je R;<R. 
Mjerenje snage možemo obaviti voltmetrom i ampermetrom, množeći očitane 
rezultate, ili posebnim instrumentom — vatmetrom, kod kojeg je multiplikacija 
izvedena samom konstrukcijom uređaja. Uz poznatu snagu, rad lako izračunavamo 
koristeći se osnovnom relacijom koja ga povezuje sa snagom. 


1.130. Na izvor konstantnog napona sa sl. 1.130. priključuje se bakrenim voJdam 
promjera vodiča 4=2,!1! mm i dužine /==200 m omski potrošač snage Px=5 kW, 
na kojem se javlja napon Uy=500 V. . 


a) Koliki se rad stvara na potrošaču za jedan sat? 


b) S kolikim koeficijentom iskorištenja » radi sistem prijenosa energije od izvora 
do potrošača? 


c) Koliki je napon izvora? 


Rješenje 
Odredimo najprije otpor vodiča voda: 
Ry=p--=0;01745 Eg 
S 4,46 * r 
Iz zadane snage potrošača dobivamo: 
I Mao =10A, 
U 
dok je otpor potrošača: 
U? 
Rp==—7=50 A. 
Px 


178 


u amen zna eee ke gar 


an namo 


a vr ve vere naovamo: 


Snaga koja se razvija na vodu bit će: 


= Pi=[2:2R,;=200 W, 
tako da je koeficijent iskorištenja: 


BP 
= - 0,962 ili 96,2%. 
. B+P; : : g 
Do ovog rezultata mogli smo doći i izrazom: 
pe x 
1+x 
gdje je: 
«= Ro : 
2Rv 


Napon izvora bit će: 

E=I .(Rp+-2R,)==520 V, 
a rad koji se za jedan sat stvara na potrošaču: 

A=Up-It=18-107]. 

1.131. Analizirajte pod kojim uvjetima izvor napona E, unutarnjeg otpora Re daje 
jednaku snagu nekom potrošaču Ry kao i potrošaču koji nastane kad se otporu 
Re priključi još paralelno i otpor Ry (sl. 1.131a) i b)). 
Ako je zadano Ry, E i R,, čime je određen Rz? 


SI. 1.131. a, b 


Rješenje 


Ako je potrošač Rz takav da je Rz >R,, nalazimo se desno od maksimuma krivulje 


P Re a nE : 
k=f RI + Paralelnim spajanjem prikladno odabranog otpora Ry možemo po- 


stići istu vrijednost P&, ali s lijeve strane maksimuma. Međutim, ako se s vrijednošću 


Re nalazimo lijevo od maksimuma, nemoguće je udovoljiti traženom uvjetu. Na 
sl. 1.131c) ilustrirane su ove tvrdnje. 


79 


MO 


[1 
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t-----d---- 


Piz (g 


ab 
2 


aizl--S 


c) 
SI. 1.131. c 
Prema tome, iz 
Pur=PaR 
izlazi: 
Re:Ry 
B.Ri=I Ru=Ni. OL. 
PO O E REEB) 
Kako su 
E E 
TK = 3 I === 
; Ri+Re : Ru-+ Ray 
dobivamo: 
E? Re EH : Ra:Ry 
(R+Re)t '“* (p4-ReBvY Re+Ry 
R:+ 
R:+Ry 


što sređeno daje: 
R? +Re+R? + Ry—Rž + Ry=0. 
Odavde možemo naći ovisnost Ry=f (Re): 
_ Ri-Re 
Ri— Ri; 


odakle se lijepo vidi da samo uz Rz >R: dobivamo rješenje koje ima fizikalnog smi- 
sla. 


Ry 


1.132. Prosječna snaga fizičkog radnika, mjerena u duljem vremenskom intervalu, 
iznosi oko 30 Nm/s. Koliko bi on zaradio radeći 25 radnih dana u mjesecu, po 
osam .sati dnevno, ako bi bio plaćen po tarifi kojom se plaća električna energija? 


1.133. Snagu Pr==36 W treba razviti na otporu Ry spojenom na izvor napona 
£=20V, unutarnjeg otpora Ri==19., Nađite: 


a) iznos tog otpora 
b) napon na njemu 


c) snagu izvora. 
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1.134. Otpori R, i R, sa sl. 1.134. su promjenljivi. Odredite funkcijsku ovisnost 
R,=f (R,) uz uvjet da snaga na R,=100 %) bude konstantna i jednaka P,=100 W. 


R, 


SI. 1.134. 


1.135. U kojem će položaju tipke S sa sl. 1.135. potrošač raditi s najvećim koe- 
ficijentom iskorištenja 2: 


+a) položaj 1 
b) položaj 2 
c) položaj 3? 


SL. 1.135. 


1.136. Kantal-žica (p==1,45 Q mm2/m) dužine /=im i presjeka S=0,5 mm? 
namotana je na keramički prsten, sl. 1.136, u zatvorenu spiralu (početak i kraj 
žice su spojeni). Na mjestu A priključuje se jedan pol izvora E=6 V i unutarnjeg 
otpora R=0,5Q, dok drugi kraj (8B) 
slobodno klizi po spirali. Kolika mora 
biti dužina dijela spirale Lap (mjerena 
kraćim putem) da 'bi se čitava spirala 
najjače grijala? 


Sl. 1.136. 


6 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 
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1.137. Otpor R, negativnog temperaturnog koeficijenta nalazi se u uljnoj kupki, ' 1.140, Ako se na otporu R=30 2 sa sl. 1.140. razvija snaga Pa=7,5 W, kolika se 
sl. 1.137. Što će biti sa snagama na pojedinim otpornicima kada se temperatura snaga razvija na otporu Ry? 
kupke stane dizati? 


200 V | + 
A 309? 
SI. 1.140. 
SI. 1.137. SI. 1.138 
1.138. Prilikom pomicanja kratkospojnog klizača otpora R sa sl. 1.138.od krajnjeg ' 1.141. Ako u mreži prema sl. 1.141. instrumenti zanemarivog potroška mjere: 
donjeg do krajnjeg gornjeg položaja, kazaljka vatmetra pomiče se od vrijednosti 1,=0,25A i U,=3V, izračunajte: 
bj oka > . 


4kW do 1IkW. Odredite iznos čitavog otpora R. 


1.139. Kroz ampermetar unutarnjeg otpora Ra=0,1 2%, sl. 1.139, teče struja 
la=1,001 A, dok voltmetar pokazuje napon U,=30 V na području od 30 V. b) iznos otpora R 


a) napon izvora E 


Odredite: €) snagu u grani a—b. 


a) unutarnji otpor voltmetra 

b) pokazivanje idealnog vatmetra. 
Zadano: R;=30 9, R,=10 9, 
R,;=40,15 kQ, R,==50 A. 


SI. 1.139. : Sl. 1.141 
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1.142. Instrumenti uključeni u mrežu prema slici 1.142. mjere: Uy= 15V, h=2A 
i P=5 W. Ako je poznat iznos otpora R,==5 f), odredite snagu izvora Pu. 


Sl. 1.142. 


1.143. U mreži prema slici 1.143. R je temperaturno ovisan otpor (x=0,001/*C) 
i nalazi se u posudi u kojoj se temperatura povećala sa 20 *C na 120 *C. 


Odredite: 

a) promjenu pokazivanja ampermetra: Ala 

b) promjenu pokazivanja voltmetra: AUy 
Zadano: R,,=20 9 (iznos otpora R kod 20*C). 
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1.144. U mreži prema slici 1.144 ampermetar A, zanemarivog otpora mjeri struju 
I,=3 A, a voltmetar V napon U,==20 V označenog polariteta. Ako volimetar ima 
vrlo velik unutarnji otpor, odredite: 


a) struju 2, 
b) iznos i polaritet napona E, i &, 
c) rad koji se obavi za jedan sat na svim potrošačima mreže. 


SI, 1.144. 
1.145. Ampermetar zanemarivog otpora, sl. 1.145, mjeri struju L=24A. 
Odredite: 
a) struju 7; kroz nepoznati otpor_ Ry 
b) otvor Ry 
€) snagu na Ru. 
Zadano: Rx=20 Q, Rx=30 A, R,=50 0, R,=10Q, £=78 V. 


A 


Sl. 1.145, 
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1.146. Otpor R, sa sl. 1.146. nalazi se u posudi u kojoj vlada promjenljiva temperatu- a dia kej i kisa koliki napon voltmetar i kolika se snaga >O 
ra. Kod 8=20*C R,=500 2. Kod koje će temperature paralelna kombinacija sl i 48 Pt m a 
otpora R, i Ry primiti maksimalnu snagu iz izvora E=200 V? Kolika je ta snaga? NRK ža 
' 
Zadano: R,==200 0, R,,=500 9 (R, kod 20 *C) a) otvorenu sklopku S a 
: >) L 
R,=300 9, 420,0025 1/ *C (temp. koeficijent R,).. b) zatvorenu sklopku S? 
' l 
Li 
i 
' 
S 
= 
U 
ho 
SI. 1.146. 
' 
1.147. Zbog promjena otpora R, sa sl. 1.147. potencijal točke A, mjeren prema zemlji, uo 
pao je sa na 0 volta. Zbog toga promijenila se i snaga na Ra. : 
! 
Kolika je promjena snage na R,? 3 
S1. 1.148. 
: 
1.149. Ako instrumenti sa sl. 1.149, mje- 1 
re Uy=10 V, Z=1A i P=10 W, izraču- “u 
najte: ' 
a) iznos otpora R i 
b) napon E o 
c) položaj klizača potenciometra (Ri=?' z 
R,=?). a 
Zadano: R,+Ro=5R. 
j 
s 
ri 
SI. 1.147. SI. 1.149, u 
A temonsh 
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1.3. ANALIZA LINEARNIH MREŽA ISTOSMJERNE STRUJE 


. Problem analize električne mreže, svi elementi koje su poznati, svodi se na određi- 
vanje struja u pojedinim njezinim granama. Ako su, naime, one izračunate, mogu 
se naći i naponi između bilo kojih dviju točaka, pa prema tome i snage, odnosno 
radovi, čime su obuhvaćene sve električne veličine zanimljive za tehničku praksu. 
Same metode izračunavanja mogu biti raznovrsne, pa ćemo se zato u našim razmat- 
ranjima ograničiti na one koje imaju vrlo veliko praktično značenje. To su: 


a) direktna primjena Kirchhoffovih zakona 
b) metoda konturnih struja 

C) metoda napona čvorova 

d) metoda superpozicije 

€) Thevćninov teorem 

f) Nortonov teorem 

g) Millmanov teorem. 


Kako se ove metode u primjeni vrlo često medusobno isprepliću, najzgodnije ih 
je obuhvatiti i obraditi cjelovito, ne praveći pri tome oštrih podjela medu njima. 
Zbog toga ćemo najprije svaku od njih ilustrirati riješenim primjerima i test-pitanji- 
ma za provjeru razumijevanja. principa, dok ćemo zadatke dati naknadno, i to 
zajednički za čitavo poglavlje analize linearnih mreža istosmjerne struje. 


I. DIREKTNA PRIMJENA KIRCHHOFFOVIH ZAKONA 


Ako neka linearna električna mreža ima g grana, onda će kroz tih g grana teći u 
općem slučaju g međusobno različitih i nepoznatih struja, pa je potrebno postaviti 
sistem od isto toliko jednadžbi da bi se one odredile. Te jednadžbe dat će 1i1I 
Kirchhoffov zakon. 


Prvi Kirchhoffov zakon primijenit ćemo na č—1 čvor mreže koja ima č čvorova. 
Preostalih g--(ć—1) jednadžbi napisat ćemo primjenom II Kirchhoffova zakona 
na g—(ć—1) proizvoljno odabranih, ali međusobno nezavisnih kontura. Postupak 
Ina i rješavanja jednadžbi te interpretacija dobivenih rezultata teći će 
ovako: 


a) U mreži prvo prebrojimo čvorove i grane. U svakoj grani nacrtamo po jednu 
suuju: Z,> I... Zg, odabravši joj smjer po volji. 

b) Proizvoljno odabiremo č— 1 čvor za koje ćemo postaviti jednadžbe I Kirchhof- 
fova zakona. 


c) Odabiremo potreban broj međusobno nezavisnih kontura. Za svaku konturu 
definiramo njezin pozitivni smjer obifiženja—- 


d) Postavljamo jednadžbe I i IL Kirchhoffova zakona. U II Kirchhoffovu zakonu 
u relaciji ŽE==2/ + R izvore koji i imaju tendenciju tjeranja struje u pozitivnom 
smjeru obilaženja dotične konture uzimamo s pozitivnim predznakom, a one 
druge s negativnim. Isti je slučaj i sa strujama grana; ako im se smjer podudara 
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s odabranim smjerom obilaženja konture, pridjeljujemo im poriva, a ako ne, 
negativan predznak. 


e) Rješavamo postavljeni sistem jednadški: nalazeći kao rezultate struje Ii, 1, 
s: 

1) Dobivene rezultate interpretiramo. Ako je neka struja pozitivna, to znači da 

je njezin prvotno pretpostavljeni smjer ispravan. Negativan rezultat za struju 


znači da ona teče u smjeru suprotnom od pretpostavljenog, a da je po iznosu 
jednaka izračunatoj vrijednosti. 


1.150. Za mrežu prikazanu na sl. 1.150a) postavite jednadžbe I i TI Kirchhoffova 
zakona. 


S1. 1.150. a, b 


Rješenje 
Slijedeći upravo izloženi postupak, nalazimo: 
a) Broj čvorova i grana u mreži. 


Kako se lako razabire, imamo 4 čvora, označena sa 0, 1, 2i 3 i 6 grana (između 
čvorova 1i10,210,3i0,1i2,2i3te1i3). 


U pojedinim granama ucrtavamo struje /,, 12, .. . Zg, odabravši im proizvoljno 
smjer. 


b) Od postojeća 4 čvora odabiremo one označene sa 1, 2 i 3 da bismo za njih po- 
stavili jednadžbe I Kirchhoffova zakona. 


c) Budući da imamo 6 grana sa 6 nepoznatih struja i da ćemo na temelju I Kirch- 
hoffova zakona dobiti 3 jednadžbe, preostale 3 jednadžbe moramo napisati 
na temelju II Kirchhoffova zakona. Potrebno je, dakle, izabrati 3 nezavisne 
konture. Neka to budu konture I, II i III, shematski prikazane na sl. 1.1500), 
gdje je smjerom strelice ujedno definiran i pripadni pozitivni smjer obilaženja. 


d) Postavljamo jednadžbe I i II: Kirchhoffova zakona. Jednadžbe I Kirchhoffo- 
va zakona za čvorove 1, 2 i 3 imat će oblik: 
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D+1l,—1;=9 (1) 


L;— lo li=0 (2) 
LHl;—1l,=0 ' (3) 


Prije postavljanja jednadžbi II Kirchhoffova zakona pogledajmo što je s pred- 
znacima pojedinih naponskih izvora i struja. 


Konura Il: Bi, uzimamo s negativnim predznakom; I,> I, i Ig uzimamo 
s negativnim predznakom 


Kontura II : E, uzimamo s pozitivnim, a E, Ei E s ; negativnim predzna- 
kom; IZ, uzimamo s pozitivnim, a I, i Ig s negativnim predznakom 
Kontura III :E, i E, uzimamo s pozitivnim predznakom; 
LL» La i Iz uzimamo s pozitivnim predznakom. 


Kao što vidimo, pojedine veličine mogu imati isti ili različit predznak u raznim 
konturama, ovisno o smjeru obilaženja dotičnih kontura: 


Jednadžba II Kirchhoffova zakona (ZŽE==21I :R), napisane za konture 1, Ii 
III, glasit će, prema tome: 


—E—E;=—l-R—l R—d Re (4) 
E—Eg—E—Eo=la' Ra—>1ls'Rs—1l2 BR (6) 
Ea+E=l, RH: Re+Hl4: Ra (6) 


Jednadžbe (1); (2), . . > (6) potpuno opisuju nacrtanu mrežu, i njihovim rješenjem, 
što je čisto matematički problem, nalazimo nepoznate struje u pojedinim granama. 


1.151. U mreži prikazanoj na sl. 1.151. odredite struje u svim granama direktnom 
primjenom Kirchhoffovih zakona. 


209 ' 109 


SL. 1.151, 
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Rješenje 
a) Mreža ima 2 čvora (0 i 1) i 3 grane, u kojima smo naznačili struje 1,, 4 il, 
b) I Kirchhoffov zakon pisat ćemo za čvor 1. 


€) U konturama I i II odabrali smo smjerove obilaženja u smjeru kazaljke na satu 
d) Jednadžba I Kirchhoffova zakona za čvor 1 glasit će: 
—L—>lL=0 (1) 
Prilikom pisanja jednadžbi II Kirchhoffova zakona morat ćemo voditi računa 
o činjenici da u: \ 


Konturi I: izvori od 60 i 30 V dolaze s pozitivnim, a izvor od 130 V s nega- 
tivnim predznakom ; 


struje I, i I, dolaze s pozitivnim predznakom. 


Konturi II: izvori od 130 i 90 V dolaze s pozitivnim, a izvor od 30 V s nega- 
tivnim predznakom ; 


struja I, dolazi s pozitivnim, a I, s negativnim predznakom 
Prema tome, jednadžbe II Kirchhoffova zakona za konture I i II imat će oblik: 


60+30—130=1, + (40+20)+ 1, - (30+20) (2) 
130—30+90=/, +: (10+20)— I, : (20-30) (3) 

c) Sređene, jednadžbe (1), (2) i (3) prelaze u: 
lL—h—I;=0 (4) 
6L+0I+5Ia=—4 + (5) 
01;+31,—51;=19 i (6) 


tako da metodom determinanti vrlo lako nalazimo: 


L=5; L=5; L=2 
DD * oD *D 
gdje determinante imaju vrijednosti: 
0 —1 —_I1 
19 3 —5 =—63 
1 0 —1 
0 19 —5 
1 —1 0) 
0 3 19 | 
li —1 —1 
D = 6 0 5 =-—63 
0 3 —5 
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Prema tome, u pojedinim granama teku struje: 


L=1A; L=3A_ i L=>2A. 


f) Dobiveni rezultati kažu nam da će struje I, i 7» od jednog, odnosno tri, ampera 


teći u pretpostavljenom smjeru, dok će struja I, od dva ampera teći od čvora 
O prema čvoru 1. 


1.152. Jednadžba II Kirchhoffova zakona za konturu II sa sl. 1,152. imat će oblik: 
A. E—EB+BE=l RH RH R—hR 


ČE) 


—E+BE=1:R—la Ra—la R—lh Ri 


X E+E=l *“Rs— 1: Ri—l Bl Ri 


dy 


£) 


/ 


—E+E—Ei=1: Ra—l Ra—ha Roli Ra 
E—E+E+E=l:R—l Rela R—dh Ri 


Sl. 1.152. 


1.153. Ako su za struje I, i I, sa sl. 1.153. dobiveni iznosi: L=—0,1 Ai /=0,5A, 
između čvorova 1 i 0 vladat će napon: 


Ca) U,,==30 V 


b) U,,=10 V 
CO) Ug=0 V 
d) U,y=—10 V 
e) Ujy=—30 V 

SI. 1.153. 
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1.3.2. METODA KONTURNIH STRUJA 


Direktna primjena Kirchhoffovih zakona upućuje na relativno velik broj jednadžbi, 
pa je zato često nepraktična. Metodom konturnih struja njihov se broj reducira 
na g—(č—1), dakle na onoliko jednadžbi koliko bi trebalo postaviti za II Kirch- 
hoffov zakon. 


U svojoj osnovi jednadžbe konturnih struja nisu ništa drugo nego jednadžbe II 
Kirchhoffova zakona za pojedine konture, u kojima je, zbog zgodne definicije 
tih struja, ujedno sadržan i I Kirchhoffov zakon. 

Bit metode je u slijedećem: 

a) Odaberemo g —(č—1) nezavisnih kontura. 

b) U svakoj konturi ucrtamo po jednu ,konturnu struju“ proizvoljnog smjera, 
koja ,teče“ duž čitave konture. Navodnike upotrebljavamo zato što su te struje 
računske veličine kojima pridajemo određena svojstva. U dijelovima koji pri- 
padaju samo toj konturi konturna struja jednaka je stvarnoj struji. U granama 
zajedničkim dvjema konturama stvarna je struja jednaka zbroju, odnosno razlici, 
konturnih, ovisno o njihovu smjeru.. : 

e) Postavljamo jednadžbe II Kirchhoffova zakona za odabrane konture, uzimajući 
smjer konturne struje kao pozitivan smjer obilaženja. 

Nakon sređivanja, jednadžbe imaju redovito standardiziran oblik, pa se mogu, 


a to se redovito i radi, odmah pisati na taj način. Standardni oblik jednadžbi 
n konturnih struja glasi: 


lLRutlb Reke Rk... bl Ru=Eu 
+LRa+Hl, Rak... bla Rat i. bn Ra=Ex 


+1: Rat Rat. E +HIlk Rak... E0In Ram=Erk 


+1 *Ru+l k Rnet ... +Ix * Rub ... + In * Rm=Enn, 
gdje su: 
Ik — struja k-te konture 


Exk — zbroj aktivnih napona u k-toj konturi, s tim da su uzeti u obzir i njihovi 
predznaci 


Rxk — zbroj otpora u &-toj konturi 

Rix — zbroj otpora u grani zajedničkoj j-toj i &-toj konturi. 

Predznaci pojedinih članova u jednadžbama (to su jednadžbe II Kirchhoffova 
zakona za n kontura) određuju se na slijedeći način: članovi 7xRz, dakle članovi . 
kod kojih se javlja struja one konture za koju pišemo jednadžbu 11 Kirchhof- 
Tova zakona; dolaze uvijek s "požitivnim predznakom. Ostali članovi, oni kod. 
kojih. su. obuhvaćene konture j i.& preko, otpora Rjx(j #k), dolaze s pozitivnim 


> —odnosno. negativnim, predznakom, ovisno o tome da li struje L 1 i h teku kroz 
. sumarni otpor Rx 1 u istom ili suprotrioini šmijeru. 
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d) Rješenjem postavljenog sistema jednadžbi nalazimo konturne struje. Struje 
pojedinih grana, dakle stvarne sje dobivamo na osnovi onog što je rečeno 


pod b). 


1.154. Za mrežu Prazan, na slici 1.154. postavite sustav jednadžbi konturnih 
struja. 


Rješenje 


a) Kad bismo ovu mrežu htjeli riješiti direktnom primjenom Kirchhoffovih za- 
kona, trebalo bi postaviti sustav od 8 jednadžbi s 8 nepoznanica, jer je g==8, 
a č==5. Pomoću konturnih struja njihov se broj reducira na g——(ć—1)=4, 


b) U 4 odabrane konture ucrtavamo konturne struje I,, 19 Di I. 
c) Postavljamo standardni oblik sustava jednadžbi za konture 1, 2, 3 i 4: 


DL Ru: Ry-HIa Rat+l' Ru=Eun (1) 
—l 3 Rut+l'Rae—13 Rat Ru=E» (2) 
lj Ra—14 Ra+13 *Ra+l Ru=E» ; (3) 

1'Ra+l'Rae+l'Ra+L > Ru=Ea E. (4) 
sak su: 


Ru=Ri+RA+HR+R+R, 
Ra=R,+R9+Rg+R:+R; 
Rg=R1+RgrRet+Rut+Ry 
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d) 


Ru=Ru+Ryg+RygHRg+R9+R;5 

Re=Ra=R 

Rue=Raq=0 (konture 1 i 3 nemaju zajedničkih grana) 
Ru=Ra=R; 

Ra =Ra=R, 

Ru=Re=R+R 

Ru=Rag=0 (konture 3 i 4 imaju zajednički čvor, ali ne i granu) 
Eu=E, —E,+E, 

Ex=E—Fs—E3 

Ea=E,+E 

Ew=—E£—E+E 

Rješavanjem jednadžbi (1), (2), (3) i (4) našli bismo struje I,, 1, Ig i I,. Struje 


u pojedinim granama (označit ćemo ih indeksom koji se poklapa s oznakom 
nekog elementa promatrane grane) bit će: 


Ii =4l 
Is =—+1L 
Ig =1-1, 
Ige =12+1 
Ia = 

IR =l,— 
IRjo=13 
IRus=1a 


Zaustavimo se na trenutak da bismo neke momente posebno istaknuli. 


Struje u granama izražene su u ovom primjeru općim brojevima. Pri određi- 
vanju struja u granama zajedničkim dvjema konturama treba obaviti zbrajanje, 
odnosno odbijanje, prethodno izračunatih konturnih struja. U obliku u kojem 
je to napisano sadržan je već i pretpostavljeni smjer rezultantne struje. Da 
budemo konkretniji: za struju Iz;, onako kako je napisana, pretpostavlja se 
da teče slijeva nadesno, dok se za Ig, pretpostavlja da teče nadolje. Ako su 
zadane vrijednosti elemenata mreže, dobiveni rezultati za konturne struje 
mogu biti pozitivni, odnosno negativni. Stvarnu struju u pojedinoj grani mo- 
žemo tada naći na dva načina. 


Po prvome, najprije korigiramo smjerove. negativnih ko nuedik struja, ako ih 
ima, i onda odredimo struju u zajedničkoj grani zbrajanjem odgovarajućih 
konturnih struja, ako one kroz tu granu teku u istom smjeru. Ako ne teku, re- 
zultantna struja imat će iznos jednak njihovoj u dok će joj se smjer poklapati 
sa smjerom konturne struje većeg iznosa. 
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Ladd. Ga Ede: E 


1. 


i KE 


ka, 


LJ LIJ. LI. 


LI LI 


Drugi je način čisto formalno-matematički, Izračunate vrijednosti konturnih 
struja (uzimajući u obzir i predznak) uvrštavaju se u općeniti izraz za struju 
u zajedničkoj grani. Rezultat svojim predznakom i iznosom daje podatak 
o smjeru i veličini tražene struje. 


Konačno, kažimo još nekoliko riječi o izboru smjerova konturnih struja, o čemu 
će ovisiti predznaci pojedinih članova u: postavljenim jednadžbama. Budući 
da je izbor potpuno slobodan, najpraktičnije je u svim konturama odabrati isti 
smjer, na primjer smjer kazaljke na satu. U tom će slučaju članovi sa Rx biti 
pozitivni, a svi ostali negativni, što dodatno olakšava direktno pisanje jedna- 
džbi. 


1.155. Zadana je mreža prikazana slikom 1.155a). Primjenom metode konturnih 
struja odredite struje u svim granama. 


1kS2 
3kS? 
U 
mov | _ 
ze 
2kS2 


S1. 1.155. a 


Rješenje 


a) Budući da mreža ima 6 grana i 4 čvora, potrebno je odabrati 3 nezavisne konture. 


b) Za odabrane konture (sl, 155a) ucrtavamo konturne struje 7,, 1, i 13, sve u 


smjeru kazaljke na satu. 


c) Postavljamo jednadžbe konturnih struja: 
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L:(3+1#4+2) + 105— 1, -4 +105 —1, +: 0=—190+200—250 
—1L-:4:105+1, :(4+5+2+3) > 10%— 1, + 2 + 10==250—60—50 
—l-:0—I,:2:10%+1,-(2+3+1) : 107==60+10+150, 


što nakon sređivanja prelazi u: 


10: nA: 10 1 — 0,24 
M Es no ge vic 
0.1216. 1 02; 


Rješavanjem uz pomoć determinanti nalazimo: 


D D D 
lh=—; S 1 a5 
gdje su: 
—0,24 —4 0 
Di=| 0,14 14 —2 = —14,08 
0,22 —2 6 
10 —0,24 0 
D=!—4 0,14 —2 =7,04 
0 0,22 6 
10 —4 — 0,24 
D=|—4 14 0,141==28,16 
0 —2 0,22 
10 --4 0 
D=|—4 14 —2 == 704 
0 —2 6 
tako da su: 


I,=—20 mA; »==10 mA i 1;=40 mA. 


Sada možemo izračunati struje u pojedinim granama. Ilustracije radi, to ćemo 
učiniti na oba moguća načina: 


1. način 


Nakon korigiranja smjera konturne struje 7; u lx (sl. 1.155b)), struje Ia, 12, 


c) 
SI. 1.155. b, c 


7 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 
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en 


Io, Ido Te i I; bit će: 
l=1,k=20 mA (smjer suprotan od kazaljke na satu). 
Db=1x+1,=30 mA (smjer na gore) 

L=1,=10 mA (smjer slijeva nadesno) 

Ia=1,==10 mA (smjer zdesna nalijevo) 


L=1,—1,.=30 mA (budući da je Ig>1,, od I, odbijamo 1; zato je smjer 
struje Iz prema gore) 


lj=1;=40 mA (smjer kazaljke na satu). 


2. način 


Na osnovi sl. 1.155c) nalazimo: 
la=li= —20 mA 
B=lh—1,=—30mA 
I=1,=10 mA 
I;=1,=10 mA 
Iz=le—1I3=—30 mA 
l;=1;=40 mA. 
Negativni predznaci uz rezultate za struje 14, I i I, znače da one teku u suprot- 
nim smjerovima, tako da je potrebno provesti korekciju. Korigirane struje 
Iojo Tok i Icx> uz korektno ucrtane I, 1, i I;, daju konačnu sliku strujnih prilika 
u mreži, sliku identičnu onoj dobivenoj na prvi način, što se, naravno, moglo 
i očekivati. 
Prema tome, radili mi na jedan ili na drugi način, u granama će teći struje: 
la=1,k==20 mA 
I>=1,x==30 mA - 
la=14=10 mA 
Ie=1,k=30 mA 
ly=1;=40 mA 
u naznačenim smjerovima. 


1.156. Jednadžba konturnih struja za konturu sa strujom 1, sa sl. 1.156. imat će 


oblik: 
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a radihidiai 


(0) li=—04A,  h= 02A. 


SI. 1,156. 


a) LL (R+R)+1 A (R+Ri+R;+R)=E;+E,—E; 
b) —l,:(R+R)+1, (RA+Ri+HR+R)=E;—E—Ey 


vo» LL (R;+R9)+1, : (R+R+R;+R)=E;—E—E, 
d) LL (R+R+R5+R)=E—E—E, 


€) zadatak je neodređen, jer je E, idealan naponski izvor bez unutarnjeg otpora. 


1.157. Ako su za konturne struje I,, Ze i 1, sa sl. 1.157. izračunati iznosi: l1=0,1 A 
1=0,3A i L=—0,5A, struje 2 i Ip bit će: 


a) l=—04A,  h=—02A 
b) u=_ 04A, L= 02A 
0) kh= 04A,  —Db=-—02A 
d) l=—0,6A, hb= 02A 


SI. 1.157. 
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1.158. Naponi Uqy i U» sa sl. 1.158. imat će, uz izračunate iznose jaa jA struja 


h=1A i 1==—1A, vrijednosti: 
a) Uo= 100V, Uxo= 60V 
b) Ugo= —100 V, Uw= 60V 
c) Uo=—80V, Ugpv= 60V 
d) Uo= 100V, Uco== —60 V 
(9 Ug= 70V, — U»=—60V. 


1 KE 4\ bh) 
bi / Lk fo B e 


208%? 


EE) 9 3092 
SI. 1.158. 


1.3.3. METODA NAPONA ČVOROVA 


Prikladnom definicijom konturnih struja postignuto je da jednadžbe II Kirchhoffova 
zakona sadrže u sebi i jednadžbe I Kirchhoffova zakona. Metodom napona čvorova 
postiže se analogan rezultat. U napisanim jednadžbama I zakona sadržan je i II 
Kirchhoffov zakon, pa će opet ukupan broj jednadžbi biti smanjen. 


Postavljanje sustava jednadžbi po metodi napona čvorova odvija se, formalno 
gledano, na način potpuno analogan metodi konturnih struja. Kako između čvora 
i petlje, napona i struje te otpora i vodljivosti postoji tzv. dvojni odnos, jednadžbe 
napona čvorova imat će analogan i standardiziran oblik. No krenimo redom. 


a) U mreži prvo prebrojimo čvorove. do od njih odabiremo kao referentni, 
nulti, a ostale označimo sa 1, 2,..., #. Sustav jednadžbi koje ćemo postaviti 
bit će sustav za potencijale čvorova 1, 2,..., 2, dakle za potencijale P,, P2, 

. > Pu mjerene u odnosu na referentni čvor 0, čime zapravo dobivamo napone 
između čvorova 1, 2,..., 2 1 čvora 0 sa g,=0. 


b) Ako se u mreži nalaze strujni i naponski izvori, preporučuje se da se svi napon- 
ski izvori pretvore u strujne. To nije neophodno, ali se time izbjegavaju zabune 


do kojih bi moglo doći pri postavljanju i rješavanju jednadžbi i interpretaciji 
rezultata. 


100: 


aan ovaa eta ovna 


c) Postavljamo sustav jednadžbi I Kirchhoffova zakona za čvorove 1, 2,. 


mA 

Nakon sređivanja, jednadžbe dobivaju svoj konačni, standardizirani oblik: 
Pi Gu—>Pa' Gie— +++ — PE Gja— i. —Pa + Gua=lu 

—Pi'Ga+HPa' Gaa— +. —PE' Goak— Pa + Gan=1aa 

—P1'Gu—Pz'Ge— i. PPk* Grkk—> ... — Pa Grn=Ikk 

—Pi' Grui—P2 jA Gna— +. mk Gnx— ... 2+pn : Grn=dInn, 

gdje su: 


Px — potencija! k-tog čvora 
Ixk — zbroj struja što ih tjeraju strujni izvori u &-ti čvor. Struje koje ulaze 
u taj čvor uzimamo dogovorno s pozitivnim, a one koji izlaze iz njega 
s negativnim predznakom. 
Gre — Zbroj vodljivosti koje ulaze u &-ti čvor 
Gyk — zbroj vodljivosti koje direktno povezuju j-ti i &-ti čvor. 

d) Rješavamo postavljeni sustav jednadžbi i nalazimo iznose Py, P2» . . . Pn. Pišući 
jednadžbe s općim brojevima, za potencijale pretpostavljamo da su pozitivne 
veličine, a kod zadanih vrijednosti elemenata mreže rezultat će svojim pred- 
znakom potvrditi ili pobiti tu postavku, 


e) Iz izračunatih potencijala, vrativši se na prvobitno zadanu mrežu (ako je izvršena 
pretvorba naponskih izvora u strujne), lako nalazimo struje u granama sa zada- 
nim elementima. 


1.159. Primjenom metode napona čvorova odredite struje kroz otpore R,, Ry i 
R, iz mreže sa sl. 1.1594). 
Rješenje 


Pretvorivši naponske izvore u strujne, dobivamo mrežu prikazanu na sl. 1.159b), 


za koju, nakon prethodnog odabiranja i numeriranja čvorova, postavljamo sustav 
jednadžbi: 


= (2 ga te) o(2 sk nl-B_n-2 
Ri 


Re R Ro Ra R AR Ra Ri Re 
1 1 & 
—m[-+—|+n[>+r+l+l|-nl=2_1 
e ha ra . Pg Rs SU a Rs Ra : 


1 E3 
m loačialnilidlsni?. 
ai? "laje Re a g 


Rješavanjem dolazimo do iznosa potencijala y,, Pe i Pa 


11 


Si. 1.159. a, b 


Struje kroz Rx, Ra i Rg dobit ćemo tako da se vratimo na prvotno zadanu mrežu 
prikazanu na sl. 1.159a), na osnovi koje možemo pisati: 
a Pi—(P2—E) 


(smjer slijeva nadesno) 
R, R, 
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Iu= M Pi (smjer slijeva nadesno) 
RR. 
Us _Pa—0 (smjer nadolje). 
R; R; ći 


Navedeni smjerovi struja proizlaze iz pretpostavljenih polariteta napona, sadržanih 
u izrazima za razlike pojedinih potencijala. U mrežama sa zadanim elementima 
rezultati svojim predznacima pokazuju jesu li polariteti napona i smjerovi struja 
ispravno postavljeni. 


1.160. Primjenom metode napona čvorova odredite struje u svim granama mreže 
sa sl. 1.1604). 


Zadano: E,=E,=150 V 
E,=100 V, E4==600 V, E5==200 V 
R=R,=50 2 
R,=20 2, R,g=80 0, R,=100 0, R;=300 2 
R,=200Q,  R=25. ' 


S1. 1.160. a 
Rješenje h 


Pretvaranjem naponskih izvora u strujne dobit ćemo mrežu sa sl. 1.160b), u kojoj 
su umjesto otpora uvedene njihove vodljivosti; strujni izvori I, 12, Ig la i Ig imaju 
iznose: 
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Slika 1.160. c 


E, 
h=2=B «64, 


6 


"" Jednadžbe napona čvorova 1, 2 i 3 imat će oblik: 


Pi Gu—P: Gue—Ps: Gu=h+h—1, 
—Pr'GauHPe' Goa2—P3' Ga=l4+1l5—1, 


—P1' Gu—P' Ga+Hpa' Gaga=—l4— 015 
gdje su: 
Gu=G4+G;+G4g+G, 


Gu=Gau=G, 
Gu=Gay=G;y 
Gx=G,+G;+G, 
Gag=Ga=G;+G, 
Ga=G,+G4+G;+G; 


Uvrštavanjem zadanih vrijednosti i sređivanjem izraza dobivamo sustav jednadžbi: 


B*Pr—1 + Po—4 : pa=—50 
—3 *P1+H10 >: Po—7 * p3==1350 
— 12: P1—7 >: P2+20,5 * pa= — 1800, 


iz kojeg nalazimo potencijale p,, pe i p, kao: 


=—, =— i =— 
P D Pe D P3 D 
gdje pojedine determinante imaju ove vrijednosti: 
—50 —i —4 . 
Di= 1350 10 —7 = —26925 
— 1800 —7 20,5 
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8 — 50. 4 

Do=| —3 1350 27: /24025 
12 —1800 20,5 
8 ad —50 

Da=| —3 10 1350 |=—53850 
12 27 —1800 
8 oi _4 

DiE 23 10 = a sa83 
ED 2 20,5 


Prema tome, čvorovi 1, 2 i 3 nalazit će se, u odnosu na čvor 0, na ovim potencija- 
lima: 
Pj=—50 V; po= +50 V i ga=—100 V. 


Struje u pojedinim granama mreže sa sl. 1.1603), koja je zbog preglednosti posebno 
skicirana na sl. 1.1600), bit će: 


l=(E,—P) ' Gzg=1,5 A (smjer od 0 prema 1) 
D=[P,—(—Ey)]'G,=2A (smjer od i prema 0) 
L=(P,—E3—P2) * Gyr== —2,5 A (smjer od 2 prema 1) 
la=(P1—P3) ' Ga=2A (smjer od 1 prema 3) 
L=(0—op,): G,=0,5 A (smjer od U prema 3) 
Ir=(Ps+Ey—P2) : G;=1,5 A (smjer od 3 prema 2) 
=[02—(p3-HE)]  G,=—1A (smjer od 3 prema 2). 
Na osnovi predznaka za struje Lil zaključujemo da je potrebno izvršici korekciju 


njihova pretpostavljenog smjera, što je na sl. 1.160c) učinjeno uvođenjem korigi- 
ranih i crtkano označenih struja Zox 1 Dax. 


1.161. Jednadžba napona čvora 3 sa sl. 1.161 imat će oplik: 


1 1 1 1 E 
a)—P1 —>—Pe|—>+—|+P3 klada =h—— 
ao =|2, Ra in R: Re 2 R 

1 1 1 1 E» 
b)—eu —-—o———+ eej a. 

2 Re sa Rs5+Re , Ra Rs+R R2 * Ra 


1 1 1 1 F2 
C)— Pr ——P2|—4+—|+P3|— + + Is = 
rm Ra or I ja la R R+Rs RBR : Ra 


1 1 1 1 1 1 1 Ee 
đ) —+ (i: +2) EE a“ +— 
1 3 Rs Re M Rs Rs Ra R : 


l l i l ) E, 
e —+% — —--[1+0P58|—+-————+—[=—D4+—. 
) m Re | Krk) ši he Rs:+Rs Re : R2 
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SI. 1.161. 


1.162. Ako se čvorovi 1,213 sa sl. 1.162. nalaze, u odnosu na nulti čvor, na poten- 
cijalima: py=—20 V, go==—10 V i p,==30 V, kroz otpore od 10kQ i 5kQ teći 
će struje I; odnosno ];, ovog iznosa: 


a) Zo=5 mA, L;=2mA BE 2 
b) Dg=5 mA, l=—2mA ' 

(O) Zo=5 mA, 1;=—6 mA 

d) lo=1 mA, I=—6mA 


e) Ik=—1mA, L=2mA. 


+00 


SL. 1.162. 
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1.163. Ako se čvorovi 1, 2, 3 i 6 sa cl. 1.163. nalaze, u odnosu na nulti čvor, na 
potencijalima: g;,=-+20 V, po=—10V, pp=-+50 V i pg==30 V, napon između 
točaka a ib bit će: 


a) U»=13 V 

b) Uw==33 V 
()Uo=—27 V 

d) Uw=27 V 

e) zadatak je nerješiv, 


jer nisu poznati svi elementi. 


S1. 1.163. 


1.3.4. METODA SUPERPOZICIJE 


U linearnoj mreži s većim, brojem izvora, struje možemo naći i metodom super- 
pozicije. Ako, naime, svi izvori zajedno određuju iznose struja u elementima mreže, 
onda ćemo struju u nekoj grani dobiti superponiranjem djelovanja pojedinih izvora. 
Praktički, to znači slijedeće: da bismo odredili struju u promatranoj grani, uzmemo 
jedan od izvora, a sve ostale odstranimo (naponske izvore kratko spojimo, a strujne 
isključimo). No njihove unutarnje otpore ,ostavljamo“ u mreži, jer se oni ponašaju 
kao pasivni elementi. Kad smo to obavili, izračunamo struju. Nakon toga uzimamo 
drugi izvor, a preostale odstranjujemo, te opet određujemo struju. I tako redom 
za sve izvore. Superpozicijom dobivenih parcijalnih struja, uzimajući u obzir 
i njihove smjerove, nalazimo stvarnu struju u promatranoj grani. 

Upravo opisana metoda može se proširiti i na skupine izvora, tako da traženu struju 
nalazimo superpozicijom djelovanja pojedinih skupina. Metoda superpozicije 
može se upotrijebiti jedino u linearnim mrežama, : 
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g OE SJETE E AE EE: E 


DA 


ded ed, U 


l-==:L, : 


[Z7..Tf"1. F1 


o] 


1.164. U mreži prikazanoj na sl. 1.164a) odredite struju kroz otpor R metodom 
superpozicije. 


<a) b) c) 
Si. 1.164. a, b, c 


Rješenje 


Uz kratko spojeni izvor E, struja 7' (sl, 1.1646) je: 


: E RR 1 

Vez s 

RI-R O BR+RR. 

Rz+R 
dok za 7" nalazimo, na osnovi sl. 1.164c): 

3 Ez RR i 

"=——>GR— a. 

Rhi+nE Ri+R R 

Ri+R 


tako da je stvarna struja kroz otpor R: 
I=I'—I". 


1.165. U mreži prikazanoj na sl. 1.165a) odredite struju kroz otpor od 30 12, pri- 
imjenjujući metodu superpozicije: 


108 


e) 
Sl. 1.165. b, c, d, e 


Rješenje 


Na osnovi slika 1.165a), b), c) i d) nalazimo struje 1,, 1 13 iL: 
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1 1 
pj ee pen 
PL o E 
100 100 75 
ja 150 100-751. 
== NAN SE NEE rasli vj 
= 100+-199:75_ 100+75 75 
100+75 
10,5. —25:50+30+20) , 1 <Gak 
25+50+30-++20  50-+30--20 
_ 25 
20+30+50+25 


tako da kroz otpor od 30 f2 teče struja: 
I=L+l—ltl=1,5A 
u smjeru zdesna nalijevo. 


1.166. Struja I, sa sl. 1.166, izračunata metodom superpozicije, iznosi: 


a) I=5 mA 

b) I=15 mA BR 

c) 1=20 mA 

d) 1=25 mA | bavla 

e) zadatak nije rješiv, jer je _ 1kS2 e "ma 


naponski izvor idealan. 


SI. 1.166. 


1.167. Snaga na otporu od 1 kf2 sa sl. 1.167, izračunata metodom superpozicije, 


iznosi: 

a) Pe12 W 

b) P= 1200 W 

CDP= 144 mW 0182 

s IA IkS2 
d) P=144 W 2vl+ 

e) Pe12mW. g 


SI. 1.167. 


1.168. Napon između stezaljki a a i b idealnog strujnog izvora sa sl. 1.168, izračunat 
metodom superpozicije, ima vrijednost: 
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, 
| 


2 ao=85 V. 


a) Up=0 

b) Uaw=10 V 
c) Uwy= —50 V 
d) Unw=75 V 


Sl. 1.168. 


1.3.5. THEVENINOV TEOREM 


Prema Thevćninovu teoremu, bilo koji dio aktivne linearne mreže, dakle mreže 


u kojoj se nalaze i izvori električne energije, može se nadomjestiti s obzirom na 
dvije stezaljke (a i 6) realnim naponskim izvorom, tj, izvorom s unutarnjim napo- 


nom i otporom. Unutarnji napon i otpor, označeni sa Er i Rr (Thevćninov napon 
i otpor), potpuno su određeni elementima dijela mreže koji. nadomještamo, i to 
kako po iznosu, tako i po polaritetu (Er). 


Iz ovoga odmah zaključujemo da struju u nekoj grani mreže možemo odrediti 
tako da preostali dio nadomjestimo po Thevćninu i na nadomjesni izvor Er i Rr 
priključimo promatranu granu. Time se dobiva jednostavan strujni krug u kojem 
nije teško naći traženu struju uz poznate Er i Rr. 


Preostaje još da kažemo na koji se način određuju elementi Thevćninova izvora. 
Nadomjesni Thevćninov napon Er određujemo tako da izračunamo ili izmjerimo 
napon Uqbo na otvorenim stezaljkama a—b linearne mreže. (Napominjemo da se 
napon Uqbo razlikuje od napona Ua između točaka a i & zatvorene mreže!) Taj 
napon, to je upravo napon Er. Ako Uqbo ispadne pozitivan, što znači da je točka 
a ,pozitivnija“ od točke 8, »plus“-pol nađomjesnog izvora Er bit će okrenut prema 
točki a. Obratno, ako je Up» negativan (točka a »negativnija“ od točke 2) »minus“- 
-pol Er bit će okrenut prema točki a. Time je Er određen i po iznosu, i po polari- 
tetu. 


Thevćninov otpor Rr određujemo tako da uz kratko s spojene. mea izvore i 


a isključene strujne (ostavljajući pri tome u mreži njiiove e unutarnje otpore) izračuna- 


mo Hi izmjerimo ukupni otpor između točaka a i b nadomještenog dijela mreže 
kada na njih nije ništa priključeno izvana. 


1.169. Primjenom metođe superpozicije dokažite ispravnost Thevćninova teorema 
kod linearnih mreža istosmjerne struje. 


Rješenje 


Da bismo dokazali ispravnost Thevćnincva teorema, promotrimo slike 1.1694), 
b) i c). Slika 1.169a) predočava shematski zadanu mrežu u kojoj je potrebno od- 
rediti nepoznatu struju 1, kroz otpor potrošača Ry. 

Ako u granu u kojoj se nalazi R, ubacimo dva jednaka; idealna i suprotno usmjerena 
naponska izvora U, struja I, ostat će nepromijenjena. Naponi U mogu biti bilo 
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pes 


Aktivna 
tinegrna 


Aktivna 
linearna 


mreže 


mrežo 


Aktivno 
linearna 
mreža 


Aktivna 


linearno 
mreža 


Pasivno 
tineorna 
mreža 


SI. 1.169. a, b, c, d, e, £ 


kakvi, pod uvjetom da su jednaki po iznosu. To stanje prikazano je na sl. 1.1696). 
Umjesto da stavimo proizvoljan iznos napona U, odabrat ćemo onu vrijednost 
koja nam najviše odgovara. To je napon U4oo, napon koji se javlja između točaka 
aib kada na njih nije ništa priključeno. Kako radimo s općim brojevima, pretpo- 
stavljamo da je Ugo>0. Na taj smo način prvotno zadanu mrežu sa sl, 169a) pre- 
uredili u mrežu sa sl. 1.169c). Budući da je struja Zp ostala nepromijenjena, rezultati 
dobiveni na osnovi: sl. 1.169c) vrijedit će i za slučaj 1.1692). 

Promotrimo sada malo pobliže sl. 1.169c). Dva ucrtana izvora Ux2o nisu jedini 
izvori, jer se neki nalaze i u dijelu označenom kao ,aktivna linearna mreža“. U 
konkretno zadanoj mreži ti bi izvori bili poznati. 

Općenito govoreći, mi sve izvore iz mreže sa sl. 1.169c) možemo podijeliti u dvije 
skupine, A i B. U skupini A neka se nađu svi izvori iz ,aktivne linearne inreže“ 
i lijevi izvor Us. Skupinu B sačinjavat će, prema tome, samo desni izvor Uqvo. 
Primijenimo sada metodu superpozicije, i to tako da prvo djeuju izvori skupine 
A, a zatim skupine B. 


a) djeluju izvori skupine A: 


Ova situacija prikazana je na sl. 1.169d). Bućući da smo za vrijednost napona U 
odabrali upravo Ua», lako zaključujemo da je struja 7,==0. 


b) djeluju izvori skupine B: 


U ovom slučaju »aktivna linearna mreža“ prelazi u »pasivnu linearnu mrežu“, 
jer su iz nje isključeni svi izvori. Ostavljeni unutarnji otpor zajedno s otporima 
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mmen 


mreže tvore sada neku kombinaciju otpora, nazovimo je ,pasivnom linearnom 
mrežom“, koja je preko stezaljki a i 8 priključena na U490 i Ry, kao što je to pokazano 
na sl. 1.169). Tu kombinaciju ćemo uvijek moći izraziti nekim. ekvivalentnim 
otporom, nazovimo ga Rr. Struja I; bit će, prema tome: 


K= Uo 
des 
Rr+R»p 
a stvarna struja 1,: 
e m Uato 
hb=ht+tlh=———. 
p-iprip Rr+R, 
Uvedemo li umjesto Ug2o oznaku Er, dobit ćemo: 
L aš. 
Rr+Rp 


Mreža u kojoj bi kroz Rz tekla izračunata struja Ip, trebala bi, dakle, izgledati kao 
što je to pokazano na sl. 1.169f). 


Na osnovi svega što je rečeno o smislu Er i Rr, kao i na osnovi izraza za struju 
Ip, lako zaključujemo da smo potvrdili ispravnost prethodno formuliranog Thevćni- 
nova teorema. 


1.170. U mreži prikazanoj na sl. 1.170a) odredite struju kroz otpor R; primjenom 
Thevćninova teorema. 


Zadano: I;=1,==100 mA 
E;=25V,  E=10V, E =11 V 
R=R,=10 9 
Rg=R,=30 2 
R=250  R=402  R;=20 2. 


SL. 1.170. a 


Rješenje 


Čitavu mrežu, s izuzetkom otpornika R,, nadomjestit ćemo Thevćninovim izvorom. 
Da bismo našli Er i Rr, prekinimo granu u kojoj se nalazi R, na mjestima a i b. 


8 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 1 13 


Sl. 1.170. b, c, d 


Pretvorivši strujne izvore u naponske, dobit ćemo mrežu prikazanu na sl. 1.1706), . 
iz koje proizlazi: 


Er=Uao=—E,-+0 + R3+I-Ri—h RA+E+I >: Ra 
(zbog prekida između točaka aib kroz R, ne teče struja) gdje je: 


Ro R:+Ri+R5+Re+Ru 
Uvrštavanjem zadanih vrijednosti nalazimo: 
Er= OR ćau V. = 2 SEO. ! 
ji 15 Podgori lava ote šo 


r Ry nalazimo na osnovi sl. 1.170c), u kojoj su kratko spojeni naponski izvori 
sa sl. 1.1706). Istu mrežu otpora dobili bismo i kratkim spajanjem naponskih izvora 
i isključivanjem strujnih sa sl. 1.170a). 


Otpor Rr bit će, dakle: 
Rr=R 4R+R:+Rs) (Rs+Ra) 
af X R+Ri+R5+Rs-+Ra 
što nakon uvrštavanja i sređivanja daje: 
Rue 600 ž mm 
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li4 


Na osnovi nadomjesne: sheme sa sl. 1.170d) nalazimo struju kroz otpor R,: 
god <P gda 
Rr+R, 8900 


koja teče u smjeru od a prema b. 


L 


1.171. Koliki mora biti otpor Rz iz mreže sa sl. 1,171a) da bi sena njemu razvila 
maksimalna snaga? Kolika je ta snaga? 


Zadano: —E,=80V, E,=15V, E;=10V, E,=150 V 
h=lL=2A 
R,=R,=40Q 
R,=202, R,=60Q, R;=10Q, R,=30 2, R,=90 2. 


Sl. 1.171. a 


Rješenje 

Do prilagođenja otpora potrošača na unutarnji otpor izvora dolazi, kao što je po- 
znato, kad su oni jednaki. Izvadimo li, dakle, Rz iz mreže i nađemo li nadomjesni 
Thevćninov izvor, pa zatim na njega ponovno. priključimo Rz, maksimum snage 
dobit ćemo uz uvjet da je R»=Rrg. No da bismo mogli naći i iznos te snage, po- 
trebno je odrediti i En. 


Pogledajmo prvo koliki je Rr. Na sl. 1.1716) otpor Rz odstranjen je iz mreže. 
Ako kratko spojimo naponske izvore i isključimo strujne te dobivenu kombinaciju 
preglednije nacrtamo, dobit ćemo sl. 1.171c), koja predstavlja mosni spoj: otpora. 
Ako je most u ravnoteži, točke 2 i 3 bi se, uz doveden napon na a i b, nalazile na 
istom potencijalu, pa kroz R, ne bi tekla struja. To znači da ukupna struja koja bi 
ušla na mjestu a i izašla na b ne bi ovisila o R,, a to opet navodi na zaključak da 
K, ne utječe na ukupni otpor između točaka a i b. Ako je tako, onda R, možemo 
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i isključiti iz mreže sasl. 1.171c) da bismo pojednostavnili računanje Rr. Prema 
tome, prvo treba pogledati da li je zadovoljen uvjet: 


gdje je: 
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SI. L.IT1. b, € 


Rs Ra=Ris" Ry 


R *R, 


+Re 


Uvrštavanjem zadanih vrijednosti nalazimo: 


90 + 20==30 + 60 
Budući da je most u ravnoteži, možemo pisati: : 
R R R 
REni=l 7+Ra4) (Ri25 + Ra) 


Rr+Ra+R125+ R3 : 


što nakon uvrštavanja i sređivanja daje: 
Rr=—>. 


Kad most ne bi bio u ravnoteži, morali bismo provesti transfiguraciju jednog od 
njegovih trokuta u zvijezdu i onda naći Ry. 


SI. 1.171. d, e 


Pri traženju Er krenut ćemo opet od sl. 1.171b). Da bismo odredili napon Uxs«, 
morat ćemo naći potencijale točaka a i b. Numeriramo li čvorove 0, 1, 2 i 3 kao 
što je to učinjeno na slici, najbrže ćemo doći do rezultata ako /, i R, pretvorimo 
u jedan ekvivalentan naponski izvor, a elemente mreže između čvorova 1 i 0 te 
2 i 3 zamijenimo Thevćninovim izvorima (Em Ra i Er Rr). Tako dobivamo 
jednostavan strujni krug prikazan na sl. 1.171d), u kojem lako određujemo poten- 
cijale točaka 1, 2 i 3 u odnosu na referentnu točku 0. Vrativši se ponovno na origi- 
nalnu mrežu sa sl. 1.1716), izračunat ćemo, na osnovi poznatih P» i ps, potencijal 
točke b, a odatle onda i Ua. 


Za Ez i Ry nalazimo: 


IR, R+R, 
R,+R 
r=—'—?=200, 
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dok su Er i Rr: 
L—E 420 
Pio ra, RR i on 
Rg+R,+R4 11 
R,= (Rs+R) "Re _ 240 Q 
Rs+R,+R,y l1 
Struja I (slika 1.171d) bit će, dakle: 
= L dr - =1 A, 
R,+Rr+R;+Rm 


pa su potencijali točaka 1,2,3ia u odnosu na točku 0: 


Er= Ugo= 


Pi=I: Rp=20V 
Pe=Pi+I*R,—I,R;=—70 V 
Eo fć Rie ć0v 
Pa=Pi—E,=5V. 

Potencijal točke b bit će, na osnovi sl. 1.171Ib): 


po=P+E;+I' + Ry, 


gdje je: 
T=PrrBa= (Ps + E) 
Uvrštavanjem zadanih vrijednosti dobivamo: | 
Ps#=20V, 
tako da je: 


Er=Uqo=Pa—po=—15V. 


Polazeći od nadomjesnog spoja prikazanog na sl. 1.171c) kojim je nadomještena 
mreža sa sl. 1.1712) i uzimajući u obzir činjenicu da je R»=Rr, određujemo mak- 
simalnu snagu: 


2 
Pn= a =1,5 W. 
4 Re 


1.172. Elementi nadomjesnog Thevćninova izvora Er=Uq i Rr za mrežu sa 
sl. 1.172. imaju vrijednosti: 


2\ R 

(a)\Br=—>E, Rr=2 
3 

kela mej 
2 4 


ila 


E R 
) Ep=——, Rr=— 
C) Er a T ž 
R 
d) Er=E, Rr=— 
2 
3 3 
e) Be P me R. 


S1. 1.172. 


1.173. Nadomjesni Thevćninov otpor za mrežu sa sl. 1.173. iznosi: 
3 ' R 
Rr=—R 
a) Rr > 


b) Rr==2R 
(0 Rr=R 


2 
d) Rr=>R 
ije 


€) Rr=aR. 


SI. 1.173. 


1.174. Nadomjesni Thevćninov otpor za mrežu sa sl. 1.174. iznosi: 
7 
a) Rr=>—R 
) Rr a 
b) Rr=4R 


j 3 


1190 


do 


a 


= 


-- 


d) Rr=% 
e) Rr= 


SL. 1.174. 


1.3.6. NORTONOV TEOREM 


Po Thevćninovu teoremu, neku linearnu mrežu ili neki njezin dio moguće je na- 
domjestiti, s obzirom na dvije stezaljke, ekvivalentnim naponskim izvorom. Kako 
se pak svaki realni naponski izvor može zamijeniti strujnim, jasno je da je tu istu 
konfiguraciju moguće prikazati i strujnim izvorom, o čemu zapravo govori Nortonov 
teorem. Elementi Nortonova nadomjesnog izvora In i Ry (Nortonova struja i 
Nortonov otpor) mogu se odrediti posredno preko Er i Rr, a mogu i neposredno, 
koristeći se odnosima koji vladaju između naponskog i i strujnog izvora. Iz tih od- 
nosa slijedi da je Ru=Rr, pa se, prema tome, ovaj otpor određuje onako kako 
je opisano u prethodnim primjerima. Struju Zy možemo izračunati tako da kratko 
spojimo stezaljke a i b mreže koju želimo nadomjestiti po Nortonu te da odredimo 
struju kratkog spoja na tom mjestu. Ova struja, struja Iz, bit će jednaka Nortonovoj 
struji In. Ako ona kroz kratkospojnu granu teče od a prema 0, strelica od Iy bit 
će u nadomjesnom izvoru okrenuta prema točki a, odnosno prema točki b, ako joj 
je smjer suprotan. 


Ispravnost ovog zaključivanja možemo potvrditi kratkim spajanjem stezaljki a 
i & Thevćninova izvora kojim je nadomještena ista mreža. U tom slučaju poteći 


Er 
će struja I rai sa smjerom određenim polaritetom izvora Er. 
T 


1.175. Primjenom Nortonova teorema odredite struju kroz otpor R, iz mreže sa 
sl. 1.175a) ako je zadano: 


£;=32 V, Ea=6 V 

h=6mA, I,=4mA 

Ri=Ry=3 kQ 

R,=4kQ, R=1 kQ, Rj=5kQ, R=T KA. 
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SI. 1,175. a, b 


Rješenje 

Nadomjestivši strujne izvore naponskima i kratko spojivši točke a i 6, dobivamo 
mrežu prikazanu na sl. 1.1756), u kojoj oke iji struju Izx=dIn. 

Zbog kratko spojenih točaka a ib bit će: 


l=I+I", 
gdje su: Ico bojan ori 


rei RaitE pa u I" = E+1,: Bi 


R+R+R 4 R+R 


Nakon uvrštavanja zadanih vrijednosti nalazimo: 


_ 


Iz=ly=10 mA (smjer od a prema 2). 


Prekidanjem mreže sa sl. 1.1754) na mjestima a i 2 i isključivanjem strujnih, odnosno 
kratkim spajanjem naponskih, izvora dobivamo kombinaciju otpora prikazanu .na 
sl. 1.175c), iz koje određujemo Ry: 


Ru=Rr= PLtRV)Rs+Rs+ Ra) 


=3KA. 
R+R4+R3+R5+R2 


SI. 1.175 c, d 
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Struju kroz otpor Re iz prvotno zadane mreže izračunat ćemo na osnovi nadomje- 
snog spoja sa sl. 1.175d): ' 
Ie=InN _RaR&_1_ 3 
Rn+Rs Re 


Njezin je smjer od a prema b. 


1.176. U mreži prikazanoj na slici 1.176a) izračunajte struju kroz granu u kojoj se 
nalaze Rz i E5 primjenom Nortonova teorema. 


Zadano: E,=120 V, E,;=E,==60 V, Ey=18 V, E;=40 V 
R,=400 9, R,=R,=R,=100 Q 
Rg=209, Re=502. 


SI. 1.176. a, b, c, d, e, € 
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Rješenje 


Prekinemo li mrežu sa sl. 1.176a) na mjestima. a i b i kratko spojimo sve naponske - 
m 


izvore, otpor Rx odredit ćemo preko: 


Ra=Rr=—————+Rs+ ju 
Ri+R2 Ra+ Re 


Struju In mogli bismo naći tako da kratko spojimo točke a i b iz mreže sa sl. 1.176a) 
i zatim metodom konturnih struja odredimo struju u srednjoj petlji. "To bi nas 
upućivalo na sustav od 3 jednadžbe sa 3 nepoznanice. 


=1501. 


Pretvorimo li naponske izvore u strujne, te uz kratko spojene točke a i b metodom 


napona čvorova izračunamo struje kroz grane sa E, i Ry, odnosno £, i R,, moći 
ćemo naći i struju Iz na osnovi I Kirchhoffova zakona. U ovom slučaju dobit ćemo 
sustav od 2 jednadžbe sa 2 nepoznanice, ali ćemo zato morati obaviti još i dodatne 
račune oko pretvaranja naponskih izvora u strujne i konačnog određivanja struje Ix. 
Ilustracije radi, izračunajmo Iz na oba načina. 


1. način 
Na osnovi sl. 1.1766) proizlazi sustav jednadžbi konturnih struja: 
LL: (Ri+R)—Iz Ro—I, -0= —E+E 
—l Reo+Ik (R+R+R9—I;: R=—E—FEg 
—l:0—Ix*Rg+13 (Ri+R)=Ey 
iz kojeg nakon uvrštenja zadanih vrijednosti dobivamo traženu struju: 
lL=—04A, 


što znači da ona ne teče od a prema 2, nego od b prema a. 


2. način 
Polazeći od mreže sa sl. 1.176c), postavljamo jednadžbe napona čvorova 1 i 2: 


1 1 1 1 £&Lk i 
—+—+—|-e-=2+2-— 
| "RR Rod 


Ri R Rs 
1 lo 1L1 E3, Ea 
—u=+e|—+=—-+—|l=7+5, 
"E »(2; Ra m) R Ra 
odakle proizlazi: ' ' 
Pi=40 V. 
Struje 4 i DZ u mreži sa sl. 1.176b), skiciranoj na sl. 1.176d), bit će: 
PES 0—(Qi— Bi) =0,2A (smjer na dolje) 
Ri 
0—(P1—E : R 
h==—=—5) opa (smjer na dolje) 
2 
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Struja Iz bit će, po I Kirchhoffovu zakonu primijenjenom na čvor 0, i to na mjestu 
spoja R, i Ra: 


l=1L-+1l=0,4A (smjer od b prema a). 


- Da bismo još jednom kontrolirali ispravnost rezultata, izračunajmo struju 1x preko 


Ie i Ig (sl. 1.176d). 
Odredivši prethodno iznos: 


250 V, 


nalazimo analognim postupkom struje I; i Ig: 


Lo =0,5 A (smjer na gore) 
6 


P2—E,—0 


4 


la= = —0,1 A (smjer na dolje), 


tako da je opet: 
Ik=I:+12=0,4A (smjer od > prema a). 


Pošto smo izračunali Iz=Iy i Rx, možemo pristupiti određivanju struje kroz 

Rg i Eg, koju ćemo označiti sa Ig. 

Pretvorivši Nortonov izvor, na koji su priključeni R; i Eg (sl. 1.176e), u naponski, 

dobivamo jednostavan strujni krug sa sl, 1.176f), odakle proizlazi: 

E;+]Ix:Ra 
Rg+Rx 


1.177. Elementi Nortonova nadomjesnog izvora za mrežu prema sl. 1.177. imaju 
vrijednosti: 


l= =0,5 A (smjer od 2 prema a). 


2R 2R 
SI. 1.177. 
a) w=& (strelica prema a), Ru=R 
4R 3 
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E KRS 4 
b) lu=— (strel b Rx=—R 
) In A (strelica prema 2), we 


E : 4 
C) In=— (strelica prema a), Rn=—R 
) ln ja p ) N 3 

E . 4 
d) Ix==—> (strelica prema b), Ran=— 
) In ZR Pp ) Nd 


E : 3X 
e) In=— (strelica prema 2), Rn=—R. 
) In IR“ P ) n= 


1.178. Elementi Nortonova nadomjesnog izvora za mrežu prema sl. 1.178. imaju 
vrijednosti: 

a) In=0,5 A (strelica prema 2), Ru=124 0 

b) In=2A (strelica prema 2), Rx=12Q0 

€) In=2A (strelica prema a), Ru=12Q 

d) In=0,5 A (strelica prema a), Rv=12Q0 


€) In=2A (strelica prema a), Rn=24 Q. 
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SI. 1.178. SI. 1.179. 


1.179. Elementi Nortonova nadomjesnog izvora za mrežu prema sl. 1.179 imaju 
vrijednosti: ' 


a) In=00 (strelica prema a), Rv=0 

b) Iv=1A (strelica prema a), Ry =100 kQ 
O ln=1A (strelica prema a), Ru=00 

d) ly=0, ' Ru =200 9 


€) Iv=1 A (strelica prema 8), Ru= 00. 


125 


1.3.7. MILLMANOV TEOREM 


Millmanov teorem, kao specijalan slučaj metode napona čvora, omogućuje odre- 
đivanje napona između dvaju čvorova u kojima se sastaje # paralelno spojenih 
grana s naponskim izvorima i otporima. Običaj je da se u tom slučaju napon izme- 
đu čvorova, označimo ih kao a i 2, izračuna već izvedenom relacijom: 


gdje su Ey, E, ...> En naponi u pojedinim granama, G,, Ge,.. . > Gy vodljivosti 
s njima u seriju spojenih otpora, a Gy vodljivost omskog potrošača spojenog između 
a i b. (Ako potrošač nije priključen, Gp==0). 


U relaciji za Uq», napisanoj s općim brojevima, pretpostavlja se da je potencijal 
čvora a viši od potencijala čvora 2. Naponi E; uzimaju se s pozitivnim predznakom 
ako im je ,,-+“-pol okrenut prema točki a, odnosno s negativnim ako im je polaritet 
suprotan. Uz izračunati U,» i poznate elemente mreže može se naći struja u bilo 
kojoj njezinoj grani. 


1.180. Primjenom metode napona čvora na mrežu sa slike 1. 180a) izvedite 
Millmanov teorem i na osnovi njega napišite izraze za struje u pojedinim granama, 


b) 
SI. 1.180. a, b 


Rješenje 


Pretvorivši naponske izvore u strujne, dobivamo mrežu sa sl. 1.1806). Uz referentni 
čvor b (Po==0), jednadžba (sada će se raditi samo o jednom čvoru) napona čvora 
a glasit će: 


126 


m e a e oni pne 


: 
| 


dog TERENI Nm; RSPB: 


Li, 


g 


c) 
SI. 1.180. c 


DI 


EL_BR E. 
STE Sia + le ŽR2, k 

*\R R Ro] Ri oR oR 
r 
odnosno, uvodeći vodljivosti: osi 
_ E:Gi—Es:G2+E3:G3 ma 
Gi+G2+G3+Gp r 

što je ujedno jednako naponu Uab, zbog gp»--0. Prema tome: 

3 pra 
Žž EG: i 


o 
J 
uz spomenutu konvenciju o predznaku fi. 


Struje u pojedinim granama mreže sa sl. 1.180a), posebno skicirane zbog pregledno-ax 
sti na sl. 1.180c), imat će iznose: 


no EmVe) (9, —0)<G, 
1 


paclove (ph: U»): G, 
R, 


si 
re AP (U) .G, š 


DP 


1.181. Primjenom Millmanova teorema izračunajte struje u svim granama mrež 
sa sl. 1.181. uz zadane elemente: 


Ri=R=2kQ, Re=1,5 kQ, .Ra=0,5kQ; R=Rs=5kQ | 
E,=10V, E,=50 V, E,=5 V. s 


> 


ro1 


B 


no M ua M os E s E as 


rI TI 


11m1 CT] 


( 


1 


b) =+06A,  L=+05A 
€) h=—0,5A, — L=—01A 
d) l=—0,5A,  L=+01A 
€) h=+0,5A, — L=+01A. 


i SI. 1.182. 
' 1.183. Primjenom Millmanova teorema izračunat je napon Ug»=—10 V. Struje 
S1. 1.181. : Li I,sa sl. 1.183. imat će iznose: 
1 a) h=+10mA, — b=+10mA 
Rješenje b) =—10 mA, I,=—10 mA 
Uz R, i Ra, nadomještene ekvivalentnim otporom Rg==R,+R,, napon Ugo bit će: 9 h=+3,33mA,  I=+10mA 
_ —&-G+B-Ga—Bs-Gs | d) ld=—3,33mA,  —h=—10mA 
2 Or rGa GG," €) L=+10mA, — Z=—10mA. g 
što nakon uvrštavanja daje: ' SI. 1.183. . 
Uao=-+10 V. ' 
Struje u granama imat će iznose: 1.184. Izraz za napon Ugo», dobiven Millmanovim teoremom, za mrežu na sl. 
Uw-(—E) ' 1.184. imat će oblik: 
lh=-2 OV 4L10mA : 
i dose 
: e 2 4 
pola +20 mA ; E,.G 
Ra b) U»=--—2 g, 
= r2 mA ZZ 
SRO L+Be- Gol 
: E VR EVO 
—_(— 1 2 KJ 4 
I i Ver GE_ +3 mA 
5 
de ds nki 
R, 
Pozitivni predznaci uz sve rezultate potvrđuju ispravnost pretpostavljenih smje- 
TOVA. 
1.182. Primjenom Millmanova teorema izračunat je napon Upe=-+50 V. Struje 
Li I, sasl. 1.182. imat će iznose: 
1 
a) ua A, 1=+0,1 A SI. 1.184 
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£,.G 
qr... 
G,+G,+G,+G, 
G= be Pu. 
G,+G;,+Gy+G, 


1.3.8. ZADACI 


U ovom poglavlju čitatelj će naći 70 zadataka iz linearnih električnih mreža. Da 
bi se osiguralo potrebno uvježbavanje svih opisanih metoda rješavanja, uz zadatke 
je najčešće postavljen i zahtjev glede načina kojim treba doći do rezultata, Pre- 
poručuje se čitatelju da ih nakon prve prorade riješi i drugim metodama, čime mu 
se fond raspoloživih zadataka bitno proširuje. 


1.185. Direktnom primjenom Kirchhoffovih zakona odredite struje I, 1, Di 
La sa sl. 1.185. Rezultat kontrolirajte Millmanovim teoremom. 
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SI. 1.186. 


1.186. Direktnom primjenom Kirchhoffovih zakona odredite struju /x u mreži 
prema sl. 1.186. 


1.187. Direktnom primjenom Kirchhoffovih zakona odredite: 
a) snagu na otporu od 120 9 u mreži prema sl. 1.187, 
b) napon između točaka a i d. 


1.188. Ako u mreži prikazanoj slikom 1.188. struja I ima iznos od 30 mA i teče 


u naznačenom smjeru, odredite vrijednost otpora R, direktnom primjenom Kirch- 
hoffovih zakona. 
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Pa ke iš jaa a Ba i 


o ATK sočna poče 


S1. 1.187. 


SI. 1.188. 05kS? 12k52 


1.189. Uz otvorenu sklopku S sa sl. 1.189, idealni instrumenti mjere: lu=6 A 
i U,=0 V, Odredite: . 


a) napone izvora E, i E, označenog S 
polariteta, 


b) promjenu pokazivanja  instrume- 
nata, koja nastupa zatvaranjem sklop- 
ke S. 


Sl. 1.189. 


3. 


1 


NEE di ra A 


X 


L 


LI 


LJ OLI 


a 


_ 


1.190. Direktnom primjenom Kirchhoffovih zakona odredite struje /, i 7, u mreži 
prema sl. 1.190. 


06A 


2408? 
SL. 1.190. 


1.191. Direktnom primjenom Kirchhoffovih zakona odredite napon između to- 
čaka a i o sa sl. 1.191. 


6,7k52 


309" 2052 


SI. 1.181. SI. 1.192. 


1.192. Direktnom primjenom Kirchhoffovih zakona odredite struju kroz izvor 
od 60 V i otpornik od 102 sa sl. 1.192. 


1.193. Ako dođe do prekida vodiča na mjestu a—a, u mreži prema sl. 1.193. 
napon sto ga mjeri voltmetar će: 


a) ostati nepromijenjen 
(6) porasti na dvostruki iznos 
€) porasti na četverostruki iznos 


d) pasti na polovicu prvotnog iznosa 
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e) pasti na četvrtinu prvotnog iznosa 


£) stalno biti jednak nuli, 


-S1. 1.193. . 


1.194. U mreži sa sl. 1.193. vladao je na-strujnom izvoru prije prekida voda 
napon U, a poslije prekida napon UU,. Promjena napona AU =U,— U, jednaka je: 


a) AU=E d)AU=E+I.R 
b) AU=—2E 9 Au=L& 
c) bU-E-—E 


1.195. Primjenjujući metodu konturnih struja, odredite napone između točaka 
aib,aicteaid u mreži prema sl. 1.195. 


SI. 1.195. 


1.196. Primjenjujući metodu konturnih struja, odredite napone između točaka 
aib,bictedib u mreži prema sl. 1.196. 


SI. 1.196. 
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1.197. Klizna žica ukupnog otpora R nalazi se u mreži prikazanoj slikom 1.197. i 


Koliki mora biti odnos R: Rz da bi napon Ve», što ga mjeri voltmetar V unutarnjeg 
otpora Ry >R, bio minimalan? 


S1. 1.197. Si. 1.198. 


1.198. U Wheatstoneovu mostu, prikazanom na slici 1.198. odredite struje u poje- 
dinim granama, ako je zadano: 


R=100 2, R=120 0, R,x=60 1, R,=128 9 
Rp=200, R.=40Q, E=6V. 
Provjerite rezultat za struju Ig Nortonovim teoremom. 


1.199. Primjenom metode konturnih struja odredite napone između točaka a i e, 
aibteđiaako je u mreži prema 
sl. 1.199, E=10 V, R=10 21. 49 


SI. 1.200. 


1.200. Primjenom metode konturnih struja odredite snagu na otporu R=50 
u mreži prema sl. 1.200. 
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1.201. Primjenom metode konturnih struja odredite napon između točaka a i b 
u mreži prema sl. 1.201. 


SL 1.201. 


1.202. Izračunajte iznos otklona kazaljke idealnog vatmetra primjenjujući metodu 
konturnih struja na mrežu sa sl. 1.202. 


SI. 1.202. 


1.203. Primjenom metode konturnih struja odredite koliko se topline razvije na 
otporu od 60 f2 sa sl, 1.203, za 24 sata, 
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SI. 1.203. 


1.204. Koristeći se metodom konturnih struja, odredite struju kroz izvor od 30 V 
u mreži prema sl. 1.204. 


130 V 40052 


1.205. Primjenom metode napona čvora odredite struju kroz izvor E, sa sl. 1.205, 
ako je zadano: 


E,=100 V, E;=80 V, E,==200 V 
L=4A, b=2A 
R,=R,=10Q, R,=R;=40 9, R,=20 0. 


1.206. Izračunajte snagu strujnog izvora od 2 A sa sl. 1.206, koristeći se pri tome 
metodom napona čvorova, 


SI. 1.206. 


1.207, Primjenom metode napona čvorova izračunajte struje I, i I, sa sl. 1.207. 


ms 


40mS 120mS 


SI. 1.207. 
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1.208, U mreži prikazanoj na slici 1.208. odredite struje kroz prvu, petu, osmu i 
jedanaestu granu (redni broj grane jednak je indeksu njezinih elemenata), ako 
je zadano: 

E,=10 V, E,=6 V, E,=30 V, E£,==20 V, E,=14 V 

E,=10V, E=8V, L=1,5A, Ey=12V, Eu=7 V 

R=1Q, R=R=R=Ru=29, R=R,=100, 

Rg=5 4, R=Ru=4 AN. 


Zadatak riješite metodom napona čvorova. 


R, 


S1. 1.208. 


1.209. Primjenom metode napona čvorova odredite napone između točaka a i d, 
tecib u mreži prema sl. 1.209. ako je zadano: 


G,=0,1 S L=1A 
G,=G,=G,=25 mS 1,==2,5 A 


G;=G=G,g=20 mS. 
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1.210. Koristeći se metodom. napona čvorova, izračunajte struje 1,, 12 i 1, u mreži 
prema sl. 1,210. 


SI. 1.210. 


1.211. Ako se u mreži prikazanoj slikom. 1.211. nalaze idealni strujni izvori od 0,6 
0,8 A i 0,5A, odredite napon između točaka aibtecid, 


E. 


A6A 
Sl, 1.211. 


1.212. Primjenom metode napona čvorova izračunajte napon na stezaljkama struj- 
nog izvora od 4A iz mreže prema sl. 1.212. h 2\ 1. 


A_S1. 1.212, 
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1.213. Koliki mora biti iznos strujnog izvora Iz sa sl. 1.213. da bi kroz vodljivost 
G=0,5 mS tekla struja od 3 mA u smjeru slijeva nadesno? Zadatak riješite metodom 
napona čvorova. 


SL. 1.213. 


1.214. Primjenom metode napona čvorova odredite razliku potencijala točaka 
aib u mreži prema sl. 1.214. 


SI. 1.214. 


1.215. Primjenom metode superpozicije izračunajte snagu na otporu R=18 9 
u mreži prema sl. 1.215. 


492 1052 642 


SI. 1.215. 
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1.216. Metodom superpozicije odredite struju Za kroz otpor R=< Q u mreži 


prema sl. 1.216. 


S1. 1.216. 


1.217. Metodom superpozicije odredite struju.kroz otpor od 20 (2 u mreži prema 
sl. 1.217. 


SI. 1.217. 


1.218. Koristeći se metodom superpozicije, izračunajte napon između točaka 
aib (sl. 1.218), na koje ništa nije priključeno. 


Zadano: Rx=10 22, R=20 Q 
E,=40 V, E,=10V. 


SI, 1.218. 
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1.219. Primjenom metode superpozicije odredite napoh ha otporu R=8A u 


mreži prema sl. 1.219. 


SI. 1.219. 


1.220. U mreži prikazanoj slikom 1.220. nalaze se idealni naponski izvori E, i 
E,. Uz zadane: : : 
=E,=12V 


R=R=R= 2 kQ 


odredite elemente nadomjesnog Thevćninova izvora. 


SI. 1.220, 


1.221. Mrežu prikazanu slikom 1.221. nadomjestite, s obzirom na točke a i b, 
po Thevćninu, ako je zadano: 


Ri=R,=49, R=R,=20 9, 
E,=100 V, E,=60 V, E,=20 V. 


LI 


1.222. Voltmetar vrlo velikog unutarnjeg otpora, sl, 1.222, mjeri napone Uy, 
1 U, kada se sklopka S nalazi u položaju 1, odnosno 2. Koliki su elementi Thevćni- 
nova nadomjesnog izvora Er i Rz (izraženi preko Uy,, Uv, Ry i Ro)? 


) 
SI. 1.224. SI. 1.225. 
1.223. Zadanu mrežu, sl. 1.223, nadomjestite, s obzirom na točke a i b, ckvivalenr- 1.225. Primjenom Thevćninova teorema odredite struju kroz granu s elementima 
nim Thevćninovim izvorom uz: ' E, i R, sl 1.225, ako je: 
R=R,=R,=20 2 E=120 V. R=30 9, R,==6Q, R,=40 0, R,=20Q 
Rs=R;=Rs=10Q R;=190, E,=3V, E,=7V, E,=7V. 


1.226. Koristeći se Thevćninovim teoremom, odredite napon između točaka a 
i b u mreži prema sl. 1.226. 


Zadano: E,=E,=30 V, E,=24 V, E,==25V, 
R,=40 9, Rx=200, R,=3Q, R=17 9, 
R=59Q, R,=8,125 9. 


SI. 1.223. 


1.224. Nadomjestivši označeni dio mreže sa sl. 1.224. ekvivalentnim Thevćninovim 
izvorom, izračunajte struju Z;. 


Zadano: R,=209, R.=R,=R;=300, R,=102 
R=409, E,=36 V, £,=32 V. 


SI. 1.226. 
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1.227. Primjenom Thevćninova teorema nađite kako ovisi napon Ugy (na priklju- 
čenom otporu R) o naponu baterije Ez u mreži prema sl. 1.227. 


5 


SI. 1.227. i SI. 1.228. 


1.228. Koliki mora biti otpor Re sa sl. 1.228. da bise na njemu dobila maksimalna 
snaga? Kolika je ta snaga? 
be 


1.229. \Uz zatvorenu sklopku S, sl. 1.229, voltmetar vrlo velikog unutarnjeg otpora 
'mjeri napon U,=80 V. Koliki je napon baterije E,, ako je: 


R,=309, R=20 9 R,=40 9 
E,=100 V, E;=50 V? 
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1.230. Koliki mora biti napon izvora E; sa sl. 1.230.da bi između točaka a i b vladao 
napon Ug»=-+13,33 V? Zadatak riješite Thevćninovim teoremom. 


20V a 


S1. 1.230. 


(1.231. Koliku vrijednost mora imati otpor R sa sl. 1.231. da bi snaga na njemu 


bila maksimalna? Kolika je ta snaga? 


1052 20V 


S1. 1.231. 


1.232. Smanjenje napona Z, sa sl. 1.232. djeluje na elemente nadomjesnog Thevćni- 
nova izvora tako da: 


a) Rz i Er rastu 
b) Rz i Er padaju 
c) Rz je konstantan, a Er pada 


d) Rz je konstantan, a Er raste. 


SI. 1.232. 
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1.233. Na linearnu mrežu prikazanu slikom 1.233. priključen je potrošač R, Ry. 
Da li je ispravno zaključivanje prema kojem je, za postizanje maksimalne snage 
na Ry, dovoljno ugoditi promjenljivi otpornik Rz na takvu vrijednost da bude 
Rp=Rr? 


+1.234. Primjenom Nortonova teorema odredite struju kroz otpor R=7 sa sl. 


1.234. Rezultat kontrolirajte Thevćninovim teoremom. 


SI, 1.234. 


1.235. Mrežu u kojoj je sadržan i idealan strujni izvor, sl. 1.235, nadomjestite 
ekvivalentnim Nortonovim izvorom. 


1052 mv 


2A 2052 


Sl. 1.235. 
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1.236. Nadomjestivši mrežu lijevo od točke a i b po Nortonu, sl. 1.236, nađite 
napon Uq (uz priključen dio desno od a—?). ' 


1.237. Koliko se topline razvije na otporu R=3 9 sasl. 1.237. za4sata? Zadatak 
riješite Nortonovim teoremom. : 


1052 


Sl. 1.237. SI, 1.238. 


1.238. Između točaka a i b sa sl. 1.238. priključuje se omski potrošač od 10 9. 


S kojim stupnjem iskorištenja Y) radi nadomjesni Nortonov izvor? . 
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1.239. Primjenom Nortonova teorema odredite struju 7, kroz otpor od 2079 
u mreži prema sl. 1.239. 


2079? 


1.240. Između točaka a i b mreže sa slike 1.240. dodaje se paralelni spoj od # jednakih 
otpora iznosa R. Odredite funkcionalnu ovisnost struje kroz ampermetar o broju 
paralelno spojenih otpora R, dakle Z4==f (1). 


Zadatak riješite Nortonovim teoremom. 


ES 


E 


Ro. | 
SI. 1.240. n E pa ma: 


1.241. Na otporu R, priključenom između točska a i b sa sl. 1.241, izmjerena je 
snaga P=800 W, dok kroz njega protječe struja Iz=4A u naznačenom smjeru, 
Primjenom Nortonova teorema odredite napon baterije E,, ako je; 
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S1. 1.241. 


Ri=R,=10 9, R.=300, R,=609, R,=409, 
R;=20Q, R,=809, E,=100 V, E,=250 V, Eg=140 V. 


1.242. Uz pomoć Nortonova teorema odredite struju kroz otpor Rz u mreži prema 
sl. 1.242. 


1.243) Koliki iznos mora imati otpor R sa sl, 1.243. da bi snaga na njemu bila maksi- 
malna? Koliki su u tom slučaju napon na R i struja kroz njega? 


Zadano: Ri=R,=50 9, R=! kQ, Rx=2,5 2, 
E,=10V, E,=E,=2V. 


Zadatak riješite Nortonovim teoremom, 
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Le 


mi 


LL? Ej bo? 


LI. 


LE 


L 


SI. 1.243. : SL 1.244. 


1.244. Koristeći se Nortonovim teoremom, izračunajte struju kroz otpor R=5 (2 
u mreži prema sl. 1.244. 


"1.245. Primjenom Nortonova teorema odredite napon na otporu R,=40 9 su 
sl.1.245, ako je: - 


E,=20V, R;=10 0. 


SL, 1.245. 


1.246. Primjenom Nortonova teorema izračunajte napon između točaka a i b 


= U mreži prema sl. 1.246. 


1.247. Koristeći se Nortonovim teoremom, odredite struju kroz vodljivost G==0,1 S 
u mreži prema sl. 1.247. 


SI. 1.247. 


' 


1.248. Pri imjenom Millmanova teorema odredite koliki napon vlada između to- 
čaka a i b u mreži prema sl, 1.248. 


SI. 1.248. SI. 1.249. 


1.249. Kolika struja teče kroz idealni ampermetar sa sl. 1.249? Zadatak riješite 
Millmanovim teoremom. 
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1.250. Koristeći se Millmanovim .teoremom, . nađite snagu na otporu R=10( 
u mreži prema sl. 1.250. 


S1. 1.251. 


1.251. Ako elementi mreže -sa sl. 1,251. imaju vrijednosti: 
R=R=R,=R=100 Q 
: E,=100V, £,=200 V i E£,=300 V, 


odredite struje u svim njezinim granama, korjsteći,se pri tome Milimanovim teo- 
remom. 


1.252. Na otporu R==100 f2 sa sl. 1.252. 200V 
stvoreno je za 20 minuta 431 KJ. Koliku 
vrijednost ima unutarnji otpor Rez 
strujnog izvora? 


R 


SI, 1,252, 
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1.253. U mreži na slici 1.253. nalazi se i jedan strujni izvor. Na osnovi potencijalnog 
dijagrama za smjer O—A—B—O—C—-D—B—O odredite napone Uzp i Up. 


SL. 1.254. 


1.254. U mreži na slici 1.254. sklopke S, i S, su otvorene. U trenutku z==0 zatvara 
se sklopka S, (S, i dalje ostaje otvorena). Nakon 30 minuta zatvara se i sklopka 
2+ : ' 
Koliko se topline stvorilo na otporu R za jedan sat, s tim da je za početak mjerenja 

vremena uzet trenutak z=0? 
Zadano: R=R=R=R=R=100, 


Ej=F2=20 V. 


1.4. NELINEARNI ELEMENTI U KRUGOVIMA ISTOSMJERNE STRUJE 


Strujni krugovi u kojima se nađu jedan ili više elemenata s nelinearnom voltamper- 
skom karakteristikom najčešće se rješavaju grafoanalitičkim metodama koje se 
temelje na Kirchhoffovim zakonima. Ako se voltamperske karakteristike, ili njihovi 
dijelovi, dadu izraziti određenim funkcionalnim ovisnostima, postupak rješavanja 
može se izvesti i u analitičkom obliku. 

Opisujući svojstva nekog nelinearnog elementa danog voltamperskom karakteristi- 
kom, korisno je uvesti pojmove statičkog i dinamičkog ili diferencijalnog otpora. 


Oni su definirani kao: 


Rau=5=f (2) 
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reka | 


| dui 
 Ru=—+f(I 
ETE (2) 


za pojedine točke karakteristike. Budući da i jedan i drugi ovise o naponu na ele- 


mentu, odnosno o struji kroz njega, potrebno je uvijek naznačiti točku karakteristike * 


u kojoj ih određujemo. j 


1.255. Priključimo li na krajeve a i b nelinearnog elementa N promjenljivi napon 
U, kao što je to shematski prikazano na sl. 1.255a), kroz element će poteći struja / 
od a prema b. Povezanost pojedinih iznosa napona i pripadajućih struja prikazana 
je u tom slučaju tablicom : 


U [v] | 0 


mob o [a [| sPel[2]9]| s 


SI. 1.255. a, b 


Obrne li se polaritet napona U, kao što je to učinjeno na sl. 1.255b), poteći će struja 
od b prema a, i tada će parovi vrijednosti U i I biti određeni kao: 


1 


I[mA] 


0 


Nacrtajte voltampersku karakteristiku nelinearnog elementa i odredite statičke 
i dinamičke otpore u točkama karakteristike definiranim sa: 


a) U= Uvb= +0,5 V 
b) U=Uo=—6,2V. 


Rješenje 


Budući da se na element s dva kraja (tzv. ,dvopol“) može priključiti napon jednog 
ili drugog polariteta i da struja, u općem slučaju, za svaki od tih polariteta može 
teći bilo u jednom bilo u drugom smjeru, imat ćemo na raspolaganju ukupno 4 
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različite kombinacije polariteta napona i smjera struje. Da bismo ih međusobno 
razlikovali, jednu od tih kombinacija odabrat ćemo kao referentnu, dajući pozitivan 
predznak odabranom polaritetu napona i smjeru struje. Neka pod pozitivnim na- 
ponom U bude definiran takav napon da je U=U4>0, a pod 1>0 struja koja teče 
od a prema b. Uz tako uvedene referentne veličine točke pojedinih kvadranata 
pravokutnog T—U koordinatnog sustava potpuno jednoznačno određuju napone 
i struje, kako po iznosu, tako i po polaritetu, odnosno smjeru. (Točka u drugom kvad- 
rantu voltamperske karakteristike značila bi, na primjer, da UZ ga<ob struja teče 
od a prema b kao i u četvrtom, ali uz pa >gpo.) Ove napomene o pozitivnom smjeru 
struje i polaritetu napona bilo je potrebno istaći jer se često, kada su fizikalna 
svojstva elemenata poznata, oni posebno ne označuju; no i u tom slučaju oni su 
implicitno definirani upravo tim svojstvima. (Kada se, na primjer, voltamperska 
karakteristika diode crta u prvom kvadrantu, dakle s pozitivnim U i 1, onda pozitivan 
U označuje pozitivan napon anode prema katodi [pa>ox|], a pozitivan I struju koja 
teče od anode prema katodi.) “ 


Definiramo li, dakle, u našem slučaju pozitivan U tako da bude ga >», a pozitivnu 
struju kao struju koja teče od a prema >, voltamperska karakteristika zadanog ele- 
menta izgledat će kao što je pokazano na sl. 1.255c), gdje su, zbog preglednosti, 
uzeta različita mjerila za pozitivne i negativne napone. 


UV 


h m 
CJ 
Sl. 1.255. c 


Pogledajmo sada koliki su statički, a zatim i dinamički otpori u točkama A i B. 


(U 0,5 
iii ka) 39-105 
ZI —6,2 
R =|—| =———>—=295Q 
stat B (5), L21.10-5 
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Do ovih rezultata moglo bi se doći i grafički, mjereći dužine OC, AG, OD i BD 
te kutove aa i as: 


| Rat) 4 = (2) — fua:OC | Sikna: tg sad 
dila X E: 


I) kr-AC 
U) _kya-OD 
Rata »=(7), “EDO ts %B, 


gdje su: 

kva — mjerilo za pozitivne napone (npr. Kua4=0,1 V/cm) 
Ru — mjerilo za negativne napone (npr. kya==1 V/em) 
kr — mjerilo za struje (npr. kr==10 mA/cm) 

te: 


kasa (u našem primjeru: kRa=10 22) 
I , 


koče (u našem primjeru: ka===100 0). 

I 

Kako su uz navedena mjerila kutovi: ' 
Q4=52" 


&B=71,3% 
izlazi opet: 
Rstat A=10 + tg 52%=10 + 1,28==12,8 Q 


Retat B=100 tg 71,3==100 + 2,95=295 Q. 
Prilikom određivanja dinamičkog ili diferencijalnog otpora polazimo od definicijske 
relacije Rar="i+ koja u grafičkoj interpretaciji kaže da je taj otpor određen 


nagibom tangente u promatranoj točki, izraženim kutom B (na slici 1.255c) u 
točki A uzimamo 8B). : 


. 24 ra i 
Uzmemo li u obzir i mjerilo, done ćemo: Ž a 
. Ku LY E 
| Raka“ ETA . po + 
2 Koo dao 
U točki A dobivamo, dakle, uz Baz24, 29 ip. eo 


Rai a=10 - tg 24,2=10 -0,45=4,5 Q. 
Analognim postupkom nalazimo i u točki B, uz BB=4,3", 

Rai 2==100 tg 4,3"=100 - 0,075==7,5 Q. 
Zbog preglednosti, kut Be nije posebno naznačen na sl. 1.2550). 
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i mamama mere mea mene en sna eon menon emae av eros 
om om a mandi 


1.256. Ako su voltamperske karakteristike triju nelincarnih elemenata N,, N, 
i N, dane u analitičkom obliku: I, =k, Uf, 1=k, Uža i h=k, UŽ, gdje konstante 
ky, E i & imaju.iznose: 
a —o5 A 
Ry: Pri ovo 
i ako je U=[20 V, odredite sve struje i napone u mreži te sve pripadajuće statičke 
i dinamičke otpore. 


ko=5+10-5A[V2 i k&=4>10-5A]/V? 


SL 1.256. 


Rješenje 
Za mrežu sa sl. 1.256. bez obzira na tošto je riječ o nelinearnim elementima, možemo 
pisati: 
L = 1+ L3 
U=U,;+ Uxg.. 


Koristeći se zadanim relacijama, dobivamo: 

h=(k;+k) Užg=k > Ut 
odakle slijedi; 

u= [EEE ug=A - Ua, 


1 


gdje je: 
A= j =a (uzet s pozitivnim predznakom). 
Uz: 
U=U;+Uyg=(A+1) : Uza 
dobivamo: 
1 
U»g=——-: U, 
23 AFL 

odnosno: 

U,= i si U. 

A+1.- 
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Uvrštenjem zadanih vrijednosti nalazimo: 
U,,=60 V 
Uoa9 80 V. 


(Indeksi ,,0“ dodani su da bi se naglasilo da je riječ o specifičnim iznosima općenito 
naznačenih napona U, i U.) 


Na osnovi izračunatih vrijednosti jednog i drugog napona lako dolazimo i do struja 
u mreži: ; 


Io=ki: UŽ,=57,6 mA 
lo=hk2* Užgo=32 mA 
Lek UL, =256mA 
koje zadovoljavaju I Kirchhoffov zakon: 
To = 120 Tao: 


Statičke i dinamičke otpore možemo također naći analitičkim postupkom: 


Ruatio = 1042 1 


10 


U. 
Ratat2" 280 ==2 500 Q 
bi 


Rust == e—3 125. 


80 
Odnosno: 
pusseh jah, doč eson 
dl |I=1, 2/krTi lr=ry Zlo 
1 

Rar m = —===1 250 Q 

dIz (n=1,  2VRe2I2 
ZANE Mne M ova 

dI3 (rea 2v/ks lao 


1.257. Tri nelinearna elementa N,, N2i N, s voltamperskim karakteristikama danim 
slikom 1.2576) priključena su na izvor napona U =96 V onako kako je pokazano 
slikom 1.257a). Odredite: 


a) napone na pojedinim elementima i struje kroz njih 
b) Reat==f, (1) za ekvivalentni element Nis 
c) Ray za ekvivalentni element N,xg kod struja od 55 mA, odnosno 20:mA. 


160 


i, mA 


100 
Nz 
N 
50 N 
0 50 To NAN 50 uv" 
a) b) 


SI. 1.257. a, b 


Rješenje 
a) U paralelnom spoju struja kroz nadomjesni element Ni, bit će, uz isti napon 
na N, i N,, jednaka zbroju struja kroz njih. Položaj točaka d dobit ćemo, dakle, 
zbrajajući ordinate točaka 5 i c sa sl. 1.257c): 
ad=ab-+ac, 


što će nam omogućiti da konstruiramo čitavu karakteristiku nadomjesnog ele- 
menta_.N2a. 


1, mA 


100 


c) 
Sl. 1.257. e 
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Uz određen N,, i zadan N, karakteristiku serijskog spoja Ny i Noy— Nyo dobit 
ćemo zbrajajući napone kod istih struja: 


eh=ef-Heg. 


* Nacrtavši tim postupkom Nigg» moći ćemo, uz prethodno konstruiran Na 
i zadane N,, Na i Ni, odrediti sve struje i napone za dani napon izvora. Iz Nis 
vidimo da je za U=96 V ukupna struja I,=55mA i da ona, prolazeći kroz 
N, i Ng, stvara napone U,=54 V i U,,=42 V. Iz Ng možemo nadalje zaključiti 
da će kod napona Ux;=42 V kroz N, teći I,==41 mA, a kroz njemu paralelno 
priključen N, struja Iz=14 mA. 


b) Na osnovi definicije statičkog. otpora kao kvocijenta napona i struje u nekoj 
točki karakteristike možemo odrediti Rszae==f (1,) za Njez i prikazati tabelarno: 


Ima] 5 | 10 | 15| 20| 25| 30| 35| 40| 45 50 55 60 

U [v] 2,5 6 | 10 | 145 19 | 24 28 | 34 | 42 | 55 | 96 | 162 
U 

Reet=—; [9] | 500 | 600 | 666 | 725 | 760 | 780 | 800 | 850 | 933 | 1100 | 1750 | 2700 


Dijagram Rea:=f(1,) prikazan je na sl. 1.257d). 


Raoq KS? 


SI. 1.257. d 


c) Dinamički ili diferencijalni otpor odredit ćemo tako da umjesto diferencijalnog 


kvocijenta uzmemo kvocijent diferencija. U ovom slučaju, budući da je riječ: 


o približno linearnim dijelovima karakteristike u blizini promatranih točaka, 
greška će zbog takva postupka biti mala. 
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a dh ča ča eda vka so IVA PE ik aa RBE i a Hadid ato Raja 


Uz f=5maA, bit će: 
(AU)r=20 ma=19—14,5==4,5 V 


(AU)r-55 ma==162—96=66 V, 


pa je: 
Ragi= =0,9kQ 
AI lrezo ma 
a 
Rag MEA =13,2 kQ. 
AI |r=55 ma 


1.258. Na voltamperskoj karakteristici nelinearnog elementa, sl. 1.258, odabrane 
su tri točke. Odredite odnos statičkog i dinamičkog otpora. Koji je odgovor točan? 


a) Rstaty<Raiyi 1 
b) Ratat 1=Ray a 
C) Retati=Rag3 
d) Rari>Rar 2 
e) Ray a=Ruy s. 


+ 1.258. U 
SI. 1.258. = 


1.259. Kod struje /=4,7A napon na nelinčafnom elementu iznosi 10 V. Pri 
porastu struje za A/==0,2A napon se smanjil9 V. Koja je približna vrijednost 
dinamičkog otpora kod napona 9,5 V? 


1.260. Nelinearni element ima voltampersku karakteristiku koja se može prikazati 
jednadžbom U=2 + I!/8. Odredite statički i dinamički otpor nelinearnog elementa 
kod napona U=0,2 V. 


1.261. Voltamperska karakteristika nelinearnog elementa može se izraziti rela- 
cijom I==& + U*%, Odredite odnos statičkog i dinamičkog otpora. 


1.262. Tri jednaka nelinearna elementa spojena su prema slici 1.262a). Kod kojeg 
će napona E napon U, na serijski spojenom elementu iznositi 40 V, ako je ka- 
rakteristika elementa dana na sl.1. 262b)? 


N 


0) 
SI. 1.262. a, b 


11 : 163 


Lo! 


bi 


LOEB 


1, 


1.263. Kolika struja teče kroz otpornik R,==500 9) iz mreže sa sl. 1.2634) ako 
nelinearni element ima voltampersku karakteristiku danu slikom 1.263b)? 


R,=IkR 


a) 
SI. 1.263. a, b 


1.264. U mreži prema sl. 1.264a) kroz otpornik R==200 f1 teče struja Iz=100 mA. 
Odredite snagu: izvora E ako nelinearni elementi N, i N, imaju istu voltampersku 
karakteristiku prikazanu slikom 1.264b). 


SI. 1.264. a, b 


1.265. Nelinearni elementi N, i N, iz mreže sa sl. 1.265 imaju voltamperske ka- 
rakteristike dane tablicom: 


U (v] | 0 20 40 | .60 80 | 100 | 120 | .140 | 160 

N | IimA] | 0 | 45 | 53 | 55 56 57 58 59 60 
az esa tile lta ilo o o 

Na | I[mA] | 0 2 4 8 | 13 20 34 56 86 


Koliki Prase vlada na stezaljkama idealnog strujnog izvora I=60mA ako je 
R=5kl? 
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Ni 
L | 
e đ ] m 
SI. 1.265. S1. 1.266. 


1.266. Elementi Np Ni iRiz prethodnog zadatka nalaze se u mreži prema slici 
1.266. Za koliki će se iznos promijeniti struja kroz ampermetar ZANENANOE otpora 
ako se napon izvora E poveća sa 100 na 120 V? 


1.267. Voltamperska karakteristika nelinearnog elementa N iz mreže sa sl. 1.267 
može se 'aproksimirati funkcijom /==2U+bU*, gdje konstante a i bi imaju iznose: 
a=0,5 mAjV, 8==5.10-*mA/V3. Koliki je napon izvora E ako je na N izmjerena 
snaga Pn=8,28 W, uz Rj=200 9? i R,=5kQ? 


qa i a 
R b R b 
RA, + E i 
N A; E = F 
& |+ b b 
a) b) 
S1. 1.267. SI. 1.268. a, b 


1.268. Kako izgledaju voltamperske karakteristike /=f(U=Uqg) za kombinacije 
elemenata sa sl. 1.268a) i b) uz naznačen pozitivan smjer struje? 


1.269. Voltamperske karakteristike nelinearnih elemenata N, s krajevima ai bi 
Na s krajevima c i d dane su u prvom kvadrantu tablicom: 


| | U [v] 0( 1, 2] 3|4| s| 8110112] 14[|16/18]20 | 
Ni | I [mA] | 0 69170171 [ 72 TA 1 75 77 | 78 

pok IK Lao 
Ne | I [mA] penrnnnpnenui 
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(za N,: U>0 i 7>0 ako je U=Uqg>0, a struja teče kroz N, od a prema b; za 
N:U>0 i T>0 ako je U=U44>0, a struja teče kroz N, od € prema d). 
Linearizirajte karakteristike N, i Na u području U>10 V i nadomjestite_N, i N, 
ekvivalentnim spojevima linearnih elemenata. 

1.270. Nelinearni element N sa sl. 1.270 ima voltampersku karakteristiku danu 
tablicom : ' ' 


U [V] 0 


I [mA] j 0 


(U>0 i T>0 ako je U=Uq>0, a struja teče kroz N od a prema b). Kod kojeg 
će iznosa otpora R, kroz N teći struja od 60 mA? 


S1. 1.270. 


1.271. Nelinearni element N, voltamperska karakteristika kojeg je dana tablicom, 
priključuje se preko otpora R,=2,5kQ na izvor napona £=250 V (sl. 1.271). 
Za koliki će se iznos promijeniti snaga na N ako se paralelno otporu R, priključi 
još i otpor R,=10 kf)? Ako je nelinearni element tako izveden da se na njemu ne 
smije razviti snaga veća od P,,x=10 W (da se ne bi uništio), koji je minimalni 
dopustivi iznos otpora R, u tom slučaju? 


U [V] 0 | 10-| 20! 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 0 | 90 | 100 | 110 | 120 | 130 | 
Lara aj ne Rt 0) 1 3 : 

I [mA] 0 03 rI4[ 7113119127137 | 50 | 67 | 90 | 125 | 200 
Rješenje 


U specijalnom slučaju, kada je nelinearni element N priključen preko omskog 
otpora R na izvor konstantnog napona E, može se jednostavnim postupkom odrediti 
struja u krugu i naponi na Ri N, Osnovna je ideja pri tome slijedeća: strujne i 
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SI. 1.271. a, b 


naponske prilike u krugu moraju se tako ugoditi da budu zadovoljene istodobno 
i vanjska karakteristika izvora (ako R shvatimo kao unutarnji otpor E) i voltamperska 
karakteristika nelinearnog elementa. Prema tome, presjecištem A ovih dviju 


krivulja bit će određeni struja Zinaponina Ni R—Uxwi Up, onako kako je prikazano. 


slikom 1.2716). 


200  E=250V 30 UV 


Sl. 1.271. c 


U našem konkretnom slučaju, uz nacrtanu voltampersku karakteristiku, krugom 
će, kod R,==2,5kQ, teći struja T,=61 mA, dok će na N vladati napon U,=97 V. 
Ovi podaci određeni su položajem točke A, na sl. 1.271c). Prema tome, snaga P, 


bit će: ' 
P=U, * 1==5,92 W. 


167 


L 


Doda li se paralelno otporu R, još i otpor R,=10kf2, ukupni otpor iznosit će: 


_& *R, 


1+Rz 


=2kKA, 


Ruz 
tako da će u tom slučaju vanjska karakteristika izvora imati na ordinati odsječak: 


ke eos mA. 
Ruz 


Točkom A, bit će sada određeni 1,=73mA i U,=103 V, tako da je: 
P,U,* I,=1,52 W. 
Snaga na N promijenila se, dakle, za:. 
AP=P,—P,=1,6 W. 
Da bismo mogli odgovoriti na pitanje koliku minimalnu pram smije imati 
otpor R,, moramo u /—U koordinatni sustav ucrtati i krivulju maksimalne snage 


Pax =10 W. Naime, da bismo kod nekog napona U na nelinearnom elementu 
dobili snagu P,,,,x> struja kroz njega bit će dana hiperbolom: 


I= Pax 
U 


koja je također nacrtana na sl, 1.271c). Kada se točka A nalazi ispod te hiperbole, 
snaga na N manja je od 10 W. Prema tome, otpor Re mora biti tolik da se i kod 
minimalne vrijednosti R, točka A, nađe ispod hiperbole snage, odnosno u krajnjem 
slučaju na njoj samoj. Uz: : 


> 


izlazi: 
Ra min=4166 kf2. 
U praksi se često postavlja zahtjev da točka A ni u kojem slučaju ne smije prijeći 


u područje iznad hiperbole snage, a to će biti zadovoljeno ako čitava vanjska ka- 
rakteristika izvora leži ispod hiperbole, kao što je to u ovom primjeru. 


1.272. Nelinearni element N s voltamperskom karakteristikom danom u tabelarnom 
obliku uključen je u mrežu prikazanu slikom 1:272a). Ako je pozitivan napon U 


na elementu definiran kao napon U42>0, a pozitivna struja kao struja koja teče 


kroz njega od a prema 2, odredite rad koji se izvrši na N u 45 minuta. Kolike struje 
teku kroz otpore od 100 i 300 £2? 


vrvi —6,5 


<a —6,l 


—58|—51|—5s|-5.. —1 


0 10... 9 


—60 


—i1—03 


—35 | —7 
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no 208 


SI. 1.272. a, b 


Rješenje 
Primenjujući Thevćninov teorem na mrežu s isključenim nelinearnim elementom 
N, dobit ćemo nadomjesni spoj prikazan slikom 1.272b), u kojem su: 
Ep=U4=12,5 V (+-na 5) 
Rrw=250 A. 


+I, mA 


75 m] 0 0205 005 06. UV 


1 


jasna e 


-50 


c) 
SI. 1.272. c 


Uz nacrtanu voltampersku karakteristiku, sl. 1.2720) — na kojoj su, zbog pregled- 
nosti, uzeta različita mjerila za pozitivne i negativne iznose napona U — presje- 


cištem vanjske karakteristike izvora i karakteristike elementa N u 4. kvadrantu 
određena je točka A s koordinatama: X 
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=—6,2V; I=—25mA. 
Prema tome, na elementu N izvršit će se u 15 minuta rad: 
A=U-I.t=418,5 Ws. 


Da bismo našli struje kroz otpore od 100 i 300 ohma, vraćamo se na prvotno zadanu 
mrežu sa sl. 1.272a). Koristeći se prethodno izračunatim podatkom da je U=Uq= 
=—6,2 V, možemo pisati: 


o a K20. =27,6 mA 
200-+-300 

Pb | o 
100--400 


Stoga će kroz nelinearni element teći struja: 

I=I,—1,=25,2mA 
u smjeru od b prema a, kao što je to i ranije ustanovljeno. Do razlike u rezultatu 
došlo je zbog nedovoljne preciznosti grafičkog postupka. 


1.273. Na strujni izvor sa L=400mA i R=50 2, slika 1.273a), priključen je 
nelinearni element N, voltamperska karakteristika kojeg je dana' tablicom. Odredite 
koeficijent iskorištenja izvora 7. 


U[V] 9 
I[mA] 0 
Rješenje 


Položaj točke A može se odrediti i bez pretvorbe strujnog izvora u naponski. U 
paralelnu kombinaciju R i N dolazi konstantna struja 1,, tako da če kroz N teći: 


U 
I=1—la=h—2> 
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što predstavlja analitički izraz vanjske karakteristike strujnog izvora. Presjecištem 
tog pravca i voltamperske karakteristike nelinearnog elementa dobivamo točku 
A, sl. 1.2736), s koordinatama: 


U=8,3 V; 1==232 mA. 
Koeficijent iskorištenja izvora 
bit će stoga: 
"= Dose. 
U Z lb 


SI. 1.273. b 


1.274. Za stabilizaciju napona između točaka a i b mreže prema sl. 1.274a) koristimo 
se nelinearnim elementom s karakteristikom danom slikom 1.2746). Kolika će biti 
procentualna promjena napona Ugz (uz otvorene stezaljke a i 5) ako se E promijeni 
za za ? Kod kojeg se iznosa priključenog otpora Ry gube stabilizacijska svojstva 
mreže? 


Re 


uv 


b) 
SI. 1.274. a, b 
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1.275, Točka A u spoju prema sl. 1.2754) nalazi se na fiksnom potencijalu pg = -1+20V. 
Ako je voltamperska karakteristika nelinearnog elementa N dana slikom 1.2756), 
odredite u kojim granicama smijemo mijenjati iznos otpora R a da pri tome struja 
kroz ampermetar zanemarivog otpora bude približno konstantna. 


Ao8%a 


N 


a) b) 
SI, 1.275. a, b 


1.276. Odredite pad napona na otporu Ra iz mreže prema sl. 1.276 ako su Rp= 
=R=R;=22Q, L=2A i E=2V, a voltamperska karakteristika _nelinearnog 
elementa dana je tablicom: 


I[A] | 0 0,2 0,4 0,75 


S1. 1.276. ; SI. 1.277. 
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1.277. Odredite iznose struja kroz nelinearni element N iz mreže sa sl. 1.277. u 


slučaju da se sklopka nalazi u položaju 1, odnosno 2. Voltamperska karakteristika 
elementa N dana je tablicom: 


=—0,4 | —0,3 | —0,2 | —0,1 | 0 | +0,1 | +0,2 | +0,3 +0,5 | -+0,6 | -+0.7 


+0,4 


—3,5 | —2,2 1 0 | +0,5 | +0,8 + [4 


UV] | —5 +1,6 “a +2 


1.278. U mostu prema sl. 1.278. otpori R, i R, imaju iznose Ri=R,=2,4 kO, 
a voltamperska karakteristika nelinearnih elemenata N može se prikazati relacijom 
U =280 - 192, uz U u voltima, a / u amperima. Kod kojeg će napona E most biti 
u ravnoteži? ' 


S1. 1.278. 


1.279. Žarulja s voltamperskom karakteristikom danom tablicom: 


| UTV) 0 20 80 


E 


100 | 120 | 140 


I[A] | 0 0,55 | 0,6 


0,2 | 0,3 | 0,38 


0,45 | 0,5 


izvedena je za nominalni napon U==127 V. U seriju sa žaruljom spojen je otpornik 
s tako izabranim iznosom otpora da uz napon izvora od 220 V na žarulji dobivamo 


nominalan napon. Kolika će biti njezina snaga pri smanjenom naponom izvora 
na 180 V? 


1.280. Odredite snagu izvora E iz mreže prema sl. 1.280 akoje E=10V, Ri=4 29, 


R,=6 9, 4:3 A, a voltamperska karakteristika simetričnog nelinearnog elementa 
N dana je tablicom : 


U[v] 


0 | 2,5 | s | 10 | 15 | 20 | 25 


| 


I[A] | 0 | 0,28 | 0,48 | 0,62 | 0,67 | 0,7 | 0,78 
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SI. 1.280. SI. 1.281. 


1.281. Voltamperska karakteristika nelinearnog elementa N iz mreže prema slici 
1.281. dana je tablicom: * . 


Odredite snagu strujnog izvora ako je zadano E,=50V, E,=40V, R,=2kQ, 
R=3KkQ, L=25mA. 


1.282. Koliki iznos otpora treba namjestiti na promjenljivom otporniku R sa 
sl. 1.282. da bi kroz idealan ampermetar tekla struja 14==50 mA? Voltamperska 
karakteristika nelinearnog elementa N dana je tablicom: 


Si. 1.282. ; Si. 1.283. 
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1.283. Uz otvorenu sklopku kroz nelinearni element N iz mreže prema sl. 1.283. 
teče struja /,, a uz zatvorenu struja /,. Odredite iznos otpora R kod kojeg će biti 
L=2-:1, ako su E=18V, Ri=3%), R,=61, a voltamperska karakteristika 
elementa N dana je tablicom: 


| U [V] | 0 | 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 


I[A] 


SKEKENE 
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a m re rani 
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2. Elektrostatika 


2.1. OSNOVNE VELIČINE ELEKTRIČNOG POLJA 


2.1.1. VEKTORI E ID 


Kao što smo već u prvom poglavlju napomenuli, električni naboji dovode prostor 
u kojem se nalaze u posebno, energetski uzbuđeno stanje. Takvo stanje prostora 
nazivamo električnim poljem, a karakteriziramo ga vektorom jakosti električnog 


polja E preko sile na naboj: 


gdje je Q dovoljno malen pokusni naboj uveden u uzbuđeni prostor (dovoljno 
malen zato da bi se njegov vlastiti doprinos formiranju električnog polja mogao 
zanemariti). 


Zbog pojave sile na naboje, na metalnim predmetima unesenim u polje doći će do 
električne influencije, koja se manifestira razdvajanjem pozitivnih i negativnih 
naboja. Slične efekte možemo uočiti i u izolatorima, u kojima, zbog deformacija 
putanja elektrona, dolazi do razdvajanja ,težišta“ pozitivnih i negativnih naboja 
i do formiranja električnih dipola. Kvantitativno, pojava se najprikladnije može 


obuhvatiti uvođenjem vektora gustoće električnog pomaka D, iznos i smjer kojega 
se eksperimentalno definiraju influenićiranim nabojem AQ na Maxwellovim dvoplo- 
čama poznate površine AS postavljenim u takav položaj da je AQ maksimalan. 
Tada je 


“ a smjer mu je okomit na dvoploče i okrenut od ploče s negativnim nabojem prema 


onoj s pozitivnim. Influencirani naboj na svakoj od ploča bit će u tom slučaju: 


-+ 


AO=D AS, 
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odnosno, prijelazom na diferencijale: 
> > 
dQ=D -dS, 
gdje je vektorom dS definirana površina jedne od ploča i njezina orijentacija u 


prostoru. 


> 2 .. ra 
Između vektora D i E u istom. izolatoru postoji proporcionalnost: 


“2% E 


dje je konstanta proporcionalnosti e, nazvana dielektričnom konstantom, određena 
samim dielektrikumom. Običaj je da se za svaki pojedini izolator ona izrazi uspo- 


As d : 
redbom s apsolutnom dielektričnom konstantom €,==8,854 : 10-% a kojom je 
m 


karakteriziran vakuum : 
€=e€ '€r. 
Relativna dielektrična konstanta er tada je neimenovan broj. 


Konačno, između uzroka — električnih naboja, i posljedice — električnog polja 


ZZ . .* . . 
(odnosno vektora D) postoji uzročno-posljedična veza, opisana Gaussovim teore- 
Om ddr jutenojetih too akara 


\[D .ds=x0, 

KJ 
koji kaže da je tok vektora D kroz zatvorenu plohu S jednak zbroju električnih 
naboja obuhvaćenih plohom S. U načelu, ovaj teorem omogućuje da, znajući 
iznos i raspored naboja u prostoru, odredimo vektor Du pojedinim točkama, a 
preko njega i E. 


2,1. Objasnite smisao i mogućnosti primjene Gaussova teorema. 


Rješenje 
Pretpostavimo na trenutak da poznamo električno polje, tj. da znamo u svakoj 
ds Ž pojedinoj točki kakvi su Dii po*iznosu, i po 
Š e. 2 o“ smjeru. U tom slučaju, znajući D i u svakoj točki 
id “ “ zamišljene zatvorene plohe S koja obuhvaća neke 
i 0% o od naboja u prostoru (na sl. 2.1. to su naboji —Q,,-- Q» 
* po i Qg), možemo čitavu plohu S aproksimirati mnoštvom 
ao H infinitezimalnih površina dS, koje se, zbog definira- 

& \ 


\ nja njihova položaja u prostoru, najprikladnije mo- 


gu opisati kao vektori dŠ te zatim na svakoj od tih 


m mmanneoo?" 
po 


2 
h 
ef 


C 


» 
je 
\ 
BP: 


di S SL 2.1. 
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površina naći skalarni produkt D :dS. Zbrajanjem ovih skalarnih produkata po 
čitavoj plohi S (to je smisao dvostrukog integrala) dobiva se konačno neki rezultat, 
koji je, po Gaussovu teoremu, jednak zbroju naboja obuhvaćenih plohom S (na 
sl. 2.1. >Q=—0Q,+Q:+0,,. Naboji O, i O; ne ulaze u račun, iako i oni, zajedno s 


obuhvaćenim nabojima, formiraju električno polje!). Uočimo da se vektori Di 


> —> > 

dS mijenjaju od točke do točke, i to D po iznosu i smjeru, a dS po smjeru, ako 
plohu S rastavimo na elemente dS iste površine. Zbog toga i kut « između tih 
vektora nije konstantan. 


U praksi najčešće imamo poznate naboje i njihov raspored, tako da je ŽQ unutar 
proizvoljno definirane zamišljene plohe S običuo poznat. U Gaussovu teoremu 


tada D postaje nepoznanica koju valja odrediti. U izrazu \f D .dS javlja se ne- 
u ; 


poznata veličina D, zbog nepoznatog D nepoznat je i kut a, pa bi, prema tome, bilo 
potrebno provesti postupak integracije s nepoznatom podintegralnom funkcijom, 


i: 
rezultat izjednačiti sa 2Q i iz toga dobiti traženi DD u raznim točkama. O teškoćama 
koje se javljaju pri takvom pokušaju računanja ne treba posebno govoriti. 


Ako, dakle, primjena Gaussova teorema stvara takve probleme, odmah se nameće 
pitunje da li se njime i, ako da, na koji način, možemo služiti u praksi. Odgovor 
je potvrdan, ali samo u nekim specijalnim slučajevima (prijelazom na tzv. diferen- 
cijulni oblik postiže se i praktična univerzalnost teorema, ali o tome na ovom mjestu 
nećemo govoriti). 


Ako su naboji u prostoru tako raspoređeni da mi, zbog simetrije, možemo unaprijed, 
ne znajući kakav je iznos D, zaključiti u kojim je točkama on konstantan (D kon- 
stantan, a ne D!) i kakav mu je smjer, tada prikladnim izborom plohe S možemo 
vrlo lako naći D. Da budemo konkretniji: ako odaberemo plohu S tako da ona 
prolazi kroz točke konstantnog D, s tim da elementi dS budu kolinearni s D ili 
da pojedini dijelovi plohe S sa svojim elementima dS budu okomiti na D, tada 
ćemo u Vi DdS= \j DdS cosa D kao konstantu, uz cos «=1, moći izvući ispred 
jaaa. ana rjesima okomitih dS i D, zbog cos a=0, doprinos integraciji bit 
će jednak nuli. Na taj način račun će biti bitno pojednostavnjen, što će nam omo- 


gućiti da kratkim postupkom, dakako samo u tim specijalnim slučajevima; nađemo D 


2.2. Objasnite, polazeći od Gaussova teorema, kako se silnicama može slikovito 
prikazati električno polje. m 


Rješenje 


Ako promatramo vektor D u raznim točkama plohe S, koja je, zbog jednostavnosti 


. crteža, uzeta tako da joj je naznačen presjek s ravninom crtnje, tada će tok vektora 
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L 


. 


D kroz diferencijal plohe d$ po definiciji biti d&=DdS. Zbog n>&4>0, dO može 
biti pozitivan ili negativan LE jednak nuli za «7 kao što je to naznačeno na 


sl. 2.24). 


s Bb : 
b__ (a>0) 
dS 
A 8 
_ z Era (dš,<0) 
D, 
a) 
D G=kD 
gt HK = g 
e Li ĐĐ, 
b) 
SI. 2.2. a,b 


Veličina P= IE: D + dS definira se kao ukupan tok vektora D kroz S. Ako j je P>0, 


> > 


znači da su doprinosi DdS pretežno Porin i, u tom slučaju, uz vektore dS 
orijentirane prema B-strani prostora, vektor D »prolazi“ kroz S pretežno sa strane 
A prema strani B. (Kažemo pretežno, jer na nekim mjestima može biti «> ; 
pa je na njima d$<0, no u konačnoj sumi je $>0.) Uz 02 <0, orijentacija D pre- 
težno je od B prema .. 


Zamislimo da nam je u nekoj točki P prostora vektor D poznat po iznosu i po smjeru. 
Da bismo njegovu interpretaciju učinili grafički zornijom, možemo u neposrednoj 
okolici točke P (egzaktnije govoreći, u infinitezimalnom području oko P) ucrtnti 


snop paralelnih linija, orijentiranih u pravcu D, i to tako da njihova gustoća G (broj 


m “ Hi . -> 
linija po jedinici površine presjeka) bude proporcionalna iznosu vektora D. Ovakve 
linije, prikazane na slici 2.2b), nazivamo silnicama, a potpunije ih izražavamo 


vektorom S koji je tada kolinearan i proporcionalan vektoru D, dakle 
G=k.D. 

Ovdje su u konstanti & obuhvaćeni mjerilo i transformacija jedinica. Produžujući 

linije na čitav prostor, i to tako da uvijek bude G= D, dobit ćemo nove mogućnosti 


za kvalitativnu analizu polja. No pođimo redom. 
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Tok & kroz plohu S _ možemo sada interpretirati i ovako: 


olja fi28-i jea 


= 


Ako G po svom iznosu ih oredćninija broj. silnica po jedinici površine u okolišu 


neke točke, tada G .dS predstavlja broj silnica koji je prošao kroz djelić plohe 


površine dS, a jja dS je ukupan broj silnica koji je prošao kroz S. Prema tome, 


tok vektora D Loš plohu S nešto je što je proporcionalno broju silnica koje su 
prošle istom tom plohom. 


Pogledajmo sada zatvorenu plohu S koja obuhvaća područje bez naboja. U tom 
je slučaju po Gaussovu teoremu: 


Da bi broj silnica kroz zatvorenu plohu S bio jednak nuli, mora broj silnica koje 
uđu u plohu [ouma svih G + dS kod kojih je «>71) biti jednak broju onih koje 


c) 


SI. 2.2.6, d 
dod T Šu Sd ape nia 
iz nje izađu «<>) a to znači da u tom slučaju silnice jednostavno prolaze, bez 


diskontinuiteta, kroz S. Ova situacija prikazana je na slici 2.20). Ako zatvorena 
ploha obuhvaća pozitivne naboje, imat ćemo 


\[ B-d5=2 [[6-d5—+20. 
Ss S 


11 G -d5=broj silnica kroz plohu S=-+k + E. 
S 


odnosno: 


Broj diliica koje izlaze iz S (zbog rezultata +-k + XQ) proporcionalan je obuhvaće- 
nim nabojima 0. 
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U slučaju negativnih naboja imamo: | 


[[s: d5= =; [| 6-ds--x0, 
S S 


te je broj silnica koje u plohu ulaze proporcionalan iznosu obuhvaćenih negativnih 


naboja XžQ. 


Rezimiramo li gornje rezultate, moći ćemo na temelju njih izgraditi slijedeću sliku 
polja: uzmemo li da iz svakog pozitivnog naboja izlazi po jedna silnica te da na 
svakom negativnom naboju jedna silnica završava, gornje će relacije i predodžbe 
biti potpuno zadovoljene ako pozitivne naboje smatramo izvorima, a negativne 
ponorima silnica, s tim da u prostoru bez naboja one teku bez prekida. Ovime ujedno 
zaključujemo da silnice uvijek izviru iz naboja ili poniru na njima, sl. 2.2d), čime 
se inože ilustrirati i pojava električne influencije. Iz svakog pozitivno nabijenog 
ko izlazit sA prema toj koncepciji, onoliko silnica koliko na njemu ima naboja 


koja ga ;pog S nihičacien će stvoriti i vezati po ard negativan naboj, tako 
da će se na tijeku influencirati ukupno onoliko negativnih naboja koliko silnica 
dođe na “njega. Pozitivni naboji odlaze pri tome na drugi kraj tijela, i tamo, ako 
nisu na neki način odstranjeni, tvore polje u okolnom prostoru. Svaki od njih, 
naime, ponovno stvara po jednu silnicu, koja opet negdje završava influenciranjem 
negativnog naboja. Za silnice koje ne ,pogode“ ni jedno tijelo nego se gube u 
daljini, smatramo da influenciraju negativne naboje u beskonačnosti. 


pe 
dasa konačno da se ovako uvedene silnice, koje opisuje vektor D, mogu, zbog 
Bene 
zo. koe 
mijenja samo mjerilo. Kako, međutim, one moraju dati jedino kvalitativan uvid 
u prilike u polju (gdje je ono jače, gdje slabije, kakav mu je smjer), zanimljivi su 
nami“ Samo relativni odnosi, pa je zato pitanje mjerila sporedno. 


G koristiti i prilikom opisivanja polja LE, jer se u tom slučaju 


2.3. Ako se Maxwellove dvoploče postave jedanput u točku A, a drugi put u točku 
B polja prikazanog silnicama sa sl. 2.3, influencirani naboji na njima: 


a) ne mogu ni u kojem slučaju biti jednaki, jer je iznos od D veći u A nego 
u B, a površina dvoploča je ista; ' 
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“b) mogu biti jednaki ako se dvoploče postave tako da ih u oba slučaja ,pogodi,, 
>“ isti boj silnica; 
€) moraju općenito biti različiti bez obzira na položaj dvoploča, jer točka 
A leži "i silnici, pa u njoj postoji D, dok B nije na silnici i zato jena tom 
mjestu D= 0: 


* 2.4. Ako u blizinu nabijene metalne elektrode A dovedemo prvotno neutralnu 


metalnu ploču B, dobit ćemo električno polje i influencirane naboje prikazane 
slikom 2.4. Zatvorimo li. nakon toga sklopku S kojom se ploča B vodljivo spaja 
sa zemljom, tada će: 


L 


a) pozitivni naboji s desne strane B otići u zemlju (odnosno negativni naboji 
“sa zemlje neutralizirat će pozitivne naboje na B), zbog toga će polje desno 
od B nestati, a između A i B ono će ostati nepromijenjeno; 


bj budući da je Zemlja električno neutralna, neće doći ni do kakve promjene; 


Sl. 24. 


c) pozitivni i negativni naboji na.B povući će s električno neutralne Zemlje : 


istu količinu negativnih i pozitivnih naboja. .Prispjeli negativni naboji 
neutralizirat će pozitivne naboje na desnoj strani B, a prispjeli pozitivni 
stvorit će polje usmjereno od B prema A, istog iznosa kao što je ono uz 
otvorenu sklopku, samo suprotna smjera. Zbog toga rezultantno polje 
između A i B i polje desno od B postaju jednaki nuli. 


2.5. Kugla A polumjera R,, nabijena nabojem Q, stvara, zbog kugline simetrije, 
polje radijalnog smjera prikazano silnicama na sl. 2.54). Ako umjesto A uzmemo 


kuglu B polumjera R, (Rg>Ry) S istim nabojem Q, sl. 2.5b), iznos vektora Dana 


udaljenosti Ry (Rg>>R,) od središta bit će: 


a) manji u slučaju kugle B, jer se tada naboj O raspoređuje po većoj površini, 
pa je njegovo djelovanje oslabljeno; 


b) veći u slučaju kugle B, jer je točka na udaljenosti Rg bliža nabojima na 
kugli, pa je dozi utjecaj jače izražen; 
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(6) nepromijenjen, jer u oba slučaja kroz zamišljenu koncentričnu kuglu 
polumjera R, prolazi jednak broj silnica, uzrokovan istim nabojem Q. 


Gustoća silnica (mjera iznosa vektora D) bit će zbog simetrije konstantna 
u svim točkama kugle polumjera R, i jednaka ukupnom broju silnica po- 


Si. 2.5. 


dijeljenom s površinom te kugle. 


2.6. Nabijeni valjak stvara aksijalno simetrično polje, prikazano u presjeku slikom 


2.6. Na udaljenostima R, i R, od osi, uz R<R,, iznosi vektora D, D, i D, i tokovi 
P, i D, kroz zamišljene koaksijalne plohe S, i S, polumjera R, i R, bit će: 


Di=D, 


a) b,=2,; 


(B) $,= D,; 


c) $,>2.; 
d) d,>2,; 


2.7, U točke A i B nekog već formiranog električnog polja uneseni su naboji 

122 + 10-6 As, odnosno Q,==—5 + 10-5 As. Pri tome je na O, opažena sila Fa = 
PE i m. : eine 

=0,04 N u smjeru X,, dok je na Q, izmjerena sila Fe2==0,05 N u smjeru x, (prema 

slici 2.7a). Ako naboji O, i Qz zamijene mjesta u: prostoru (O, dođe u točku B, 
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Di>D, 


Di>Da. 


SI. 2.6. 


ia 
m 
Kos 
su 
b 
Pax 


Z b) 


a) A2 


Sl. 2.7. a, b 


a Q) u točku A), odredite iznose i smjerove sila na njih. Međusobno djelovanje 


naboja Q, na Q, i O, na O, zanemarujemo. 


Rješenje 


Zadatak ćemo riješiti tako da prvo odredimo iznose i smjerove vektora električnih 


polja Ea i Eg u točkama A4 i B: 


d=—>=————=20.105 Xi — 
Quo 2-10- m 

Hen Ee ojos — 
Q —5-:10- m 


Prema tome, polja od 20 i 10 kV/m djeluju u smjeru Xi odnosno suprotno od Xa 


( Uz izračunata polja Eu i Eg koja, budući da po polaznoj pretpostavci ne ovise a 


ma 


nabojima Qi i Q,, imaju nepromijenjen iznos i smjer i u slučaju premještanja naboja;:: 


lako nalazimo sile F,z i Fsi na naboje Qa i Qi u točkama A i B (sl. 2.76): 


Fao=>Ex > Q,=20 + 108-(—5 + 10-9x,=—0,1 x, N 
Fi=Es: Q=—10+105:2+-10-*x,=—0,02x,N, 


> > 
Sile Fa2 i Fsy, kao što se vidi iz rezultata i kao što je ucrtano na sl. 2.76), imaju 


. ae . > 
smjerove suprotne od X, i X2. 


2.8. Maxwellove dvoploče sastavljene od pločica a i b površine AS ==4 cm? nalaze se 
u ishodištu zamišljene x—y ravnine, i to u položaju okomitom na x—y. Ako rotirajući 
oko ishodišta one zauzmu 12 različitih položaja, označenih od 1 do 12 na sl. 2.8a, 
dvoploče su ucrtane u položaju 1), pa se pri tome na njima influenciraju naboji 
AQ: i AQ» dani tabelom, odredite, na osnovi tih podataka, iznos i smjer vektora 


D. £ 


Kolika je relativna dielektrička konstanta izolatora, ako, maknuvši dvoploče i 
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stavivši u ishodište naboj Q=60 nAs, zaključimo da na njega djeluje sila iznosa 


F=0,075 N? 


Q» [nAs] 0 8,85|  15,3|  17.T| 15,3) 8,85 | 0 [—8,85| —15,3] —17,7| —15,3| —8,85 


Rješenje 


Po definiciji, iznos i smjer vektora D nalazimo tako da odredimo položaj s maksi- 
malnim influenciranim nabojem te da iznosu pa pridijelimo smjer oko- 


a) bj 
SI. 2.8. a, b 


mit na dvoploče, i to od negativno nabijene prema onoj s pozitivnim nabojem. 


Prema tome, na osnovi podataka iz tablice, maksimum influenciranog naboja 
dobivamo u položajima 4 i 10 (prikazanim na sl. 2.8b) te je, u oba slučaja; vektor 
D usmjeren u pravcu 7. Iznos D je: 
.10-2 
ze BIA jok: 
4.101 mž 


Uočimo da položaj 10 dobivamo rotacijom pločica iz položaja 4 za 180%. Ako ne 
želimo posebno registrirati kada se na kojoj pločici influencira pojedina vrsta na- 
boja, položaji 4 i 10 potpuno su ekvivalentni. 


Iz podataka o sili na naboj Q dobivamo iznos vektora E u ishodištu: 
F D 
Q «er 
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odnosno: 


e 'F 


2,9. U x—y ravninu nekog već formiranog elektrostatskog polja unesene su u 
točku M Maxwellove dvoploče i postavljene okomito na x-os (sl. 2.92). Ako u toj 


točki vektor D ima vrijednost:. 


D=38:1041 425.10012, sljeme Ta] 
m2 


označeni jedinični vektori u x i y smjeru, odredite i iznos i polaritet influenciranog 
naboja na svakoj od ploča površine AS==5 cm?. 


.SL29.a, b 


Rješenje 


Prilikom postavljanja dvoploča u točku M i odabiranja smjera vektora AS imamo 
na raspolaganju 4 mogućnosti, koje su shematski prikazane na sl. 2.9b). U svakoj 
od njih influencirat će se pozitivan naboj na desnoj ploči, negativan na lijevoj, a 


njegov iznos bit će jednak skalarnom produktu Di4AS. Pogledajmo sada kako 
izgleda taj račun. 


u") Mogućnost 1 


Budući da vektor AS u ovom slučaju možemo pisati kao: Aš=5. 10-4im2, influen- 
cirani naboj AQ bit će: 

AQ=D + AS=3,8 - 10-8 + 5 + 10-4-+0 + 2,5 - 10-5= +19 + 10-19 As. 
3,8 


-/3,8%-F2,5% 
Uočimo da smo za AQ dobili pozitivan naboj i da se na ploči iz koje ,izlazi“ vektor 


Ovaj iznos mogli smo, naravno, naći i kao D + AS + cos a, gdje je cosa= 


AS, u ovom slučaju ploči b, influencira naboj pozitivnog polariteta. 
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b) Mogućnost 2 
Sada je AS=—5 + 10-4i, pa je: 


AQ=D.:AS=3,8 + 10-5:(—5 + 10-4)=—19 + 10-19 A5 


što se moglo odrediti i kao: 


AQ=D.AS=D-AS-:cos8=—D + AS * cos a. 
Negativan naboj od 19 + 10-1% As influencira se na ploči a, iz koje ,izlazi“ vektor 
AS. 


c) Mogućnost 3 


Zbog AS=5 10-41 bit će: 
AQ=3,8 : 10-$-5 + 10-*=+19 + 10-10 As, 
što znači da se pozitivan naboj gornjeg iznosa influencira na ploči a, iz koje u ovom 


slučaju ,izlazi“ AŠ. 


d) Mogućnost 4 


uzimajući u obzir AS=—5-.10-i i: 
AQ=3,8 + 10-6(—5 - 10-4)=—19 + 10-19 As, 


zaključujemo da se opet na ploči iz koje ,izlazi“ AŠ influencira gornji naboj, ovaj 
put negativnog polariteta. 


Rezimiramo li rezultate do kojih smo došli analizirajući sva četiri moguća slučaja, 


zaključujemo da skalarni produkt D . AS, odnosno općenitije D ds, potpuno 
jednoznačno određuje i iznos i predznak influenciranog naboja. Predznak rezultata 


skalarnog produkta D.AS određuje polaritet influenciranog naboja na ploči 


ras . 
iz koje ,izlazi“ AS. Kao što se moglo.i očekivati, iznos i polaritet influenciranog 
naboja ovise o fizikalnim prilikama promatranog sustava polje-dvoploče, a ne o 
načinu našeg računanja ni o proizvoljno uvedenim oznakama. 


2.10. Na sl. 2.10a) prikazane su silnice nekog elektrostatskog polja, Ako se njegova 
jakost mijenja duž x-osi, kao što je aproksimativno prikazano na sl. 2.106), odredite 
rad koji će polje izvršiti pomičući naboj Q== -+2,5-10-% As po x-osi od mjesta x==0 
do x=2%, uz 6=1,4: 105 V/m i x1==0,8 cm. 


Rješenje 
Kada na ravnom putu s djeluje konstantna sila pod uvijek istim kutom « u odnosu 


na put, njezin rad je: 
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po nemara enom roi mem 


JE, 


& 


S1. 2.10. a, b 


5 hk 
A=Fscosa=F s, 


odnosno, ako je a=0, A=F -s. U općenitijem slučaju, kada je sila promjenljiva 
ili kada ona djeluje na krivocrtnom putu ili sasvim općenito, kada promjenljiva 
sila djeluje duž neke krivulje s, gornja relacija ne može se upotrijebiti, jer se ne može 
definirati jedan par vektora F i s za čitav put s. U tom se slučaju put s rastavlja 


ai 
na niz vrlo malih djelića ds, za koje se tada može smatrati s dovoljnom točnošću 
da su ravni i da se duž svakog od njih, budući da su toliko maleni, sila ne stigne 


še 
promijeniti. Za svaki ds moći će se pod tim uvjetima naći diferencijal rada dA 
na isti način kao i za konstantnu silu na ravnom putu, dakle iz 


dA=F ds=F .dscos«. 


Ukupan rad dobit ćemo zbrajanjem svih dA na cijelom putu s, što daje: 


A=\F ds= | Fds cos a. 
8 6 
Uočimo da su u gornjim integralima vektori Fi ds, odnosno F i cosa (ako sve 
djeliće ds uzmemo jednako dugima), veličine koje se mijenjaju duž puta s. 


Primijenimo li ova opća načela mehanike na naš konkretan zadatak, zaključit ćemo 
da na putu s uzetom duž x-osi od x=0 do x==2x, sila ima konstantan iznos Q + 
na dionici od x==0 do x=x,, dok se odx, do 2x, mijenja po zakonu F (x)= 


-0 E(9=0[(7%_B,) 
X1 


_> > 
Smjer sile poklapa se u svim točkama sa smjerom vektora ds=dx u pravcu x-osi. 
Rad A bit će, prema tome: 


Z=22, Z=22, 
A= \FG)hdx=|F(+)-dx, 


Z-=0 £-=0 
što razbijeno na dionice daje: 


Z=2Z, Zz=% 
4- | Q: E :dx+ | 0-(2%x—B) dx. 
T=0 2=% . 
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Nakon integriranja nalazimo: 


A=0-E,-4+2:0-E)-2=3:0-Eg-Xi=8 4: 10-5 VAS. 


2.11. Translacijom Maxwellovih dvoploča iz točke A (x,=1 cm; y,==2,35 cm) 
u točku B (x,==6 cm; yo=11 cm) ravnine x—y, i to tako da one budu stalno okomite 
na spojnicu AB, ustanovljeno je da se na svim mjestima influencira na ploči a po- 
vršine AS=5cm?* naboj istog iznosa i predznaka: AQg=4-:10-* As. 


Zarotiraju li se ploče na bilo kojem dijelu spojnice AB u smjeru kazaljke na satu za 
30“, i to tako da i dalje budu okomite na ravninu x—y, na njima će se influencirati 
maksimalan naboj. Konačno, uzmemo li mjesto ploča pokusni naboj Q,= -+-2 + 10-“ 
As, pa pustimo da ga polje pomakne iz A u B, ono će tada izvršiti rad od 18 + 10-% VAs 
.Odredite konstantu er dielektrika i izraz koji opisuje polje u pravokutnom koordi- 
natnom sustavu x—y. 


referentno os 


SI. 2.11. SI. 2.14. 


2.12. Zadano je elektrostatsko polje koje se mijenja u smjeru x po zakonu EZ (x)= 

=k- >, gdje je & neka konstanta, a E(x) iznos vektora tog polja, inače usmjerenog 
X 

u pravcu x. 


Pod kojim kutom e treba postaviti Maxwellove dvoploče na mjestu x, da bi se na 
njima influencirala ista količina naboja kao i na mjestu x» (xa>x,), s tim da su na 
mjestu x, ploče postavljene okomito na smjer polja? 


+-2.13. U polje iz prethodnog zadatka uveden je pokusni naboj Q; i prepušten nje- 
govu djelovanju. Pomičući naboj iz točke x, u točku x, (xx>x), polje vrši rad 
. A,» a zatim, pomičući dalje naboj iz x, u xg (xg>X2), rad Aaa. 


Ako je Ayy=A92, a x, i xa su dani, odredite x,. 


2.14. U nekom prostoru izgrađeno je aksijalno simetrično elektrostatsko polje 
(u svim točkama s istom udaljenošću r od referentne osi, ono ima isti iznos, a smjer 


mu je okomit na 0s), Ako je u konkretnom slučaju ono dano zakonom E jed To 
j r 


gdje konstanta A ima iznos A=12,4 kV, a To je jedinični vektor radijalnog smjera, 
odredite koliko se naboja razdvoji influencijom na koaksijalno postavljenim me- 
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talnim dijelovima valjaka S, i S, sl. 2.14, ako je t,==2 cm, ta==5 cm, /1=75 cm, 
B=45%, €=43 €, 


2.1.2. ELEKTRIČNA POLJA U NEKIM SPECIJALNIM SLUČAJEVIMA 


Prikladnim izborom plohe integracije S (koncentrična kugla za. točkasti naboj i 
nabijenu kuglu, koaksijalni valjak za ravni vodič i nabijeni valjak, valjak s bazama 
paralelnim nabijenoj ravnini za nabijenu ravninu) i primjenom Gaussova teorema 
uz metodologiju opisanu u zadatku 2.1, možemo naći električna polja u nekim, 
za praksu posebno zanimljivim, specijalnim slučajevima: 


a) Polje točkastog naboja 


gdje je: 
TI radijvektor od mjesta točkastog naboja do točke u kojoj promatramo 
polje. ; 
Ti izrazi vrijede i za polje nabijene kugle polumjera R, u području r>R. 
b) Polje vrlo dugog ravnog vodiča 


gje je: 
r — radijvektor okomit na os vodiča 


A — linijska gustoća ravnomjerno raspoređenog naboja duž vodiča, izražena 
u As/m. i 


Ti izrazi vrijede i za polje dugog valjka polumjera R, u području r>R. 


€) Polje ravnomjerno nabijene beskonačne ravnine 


-+ o + -> (o) -» 
D=—-xX; E=— 
sove 2e < 
gdje je: 
6 — plošna gustoća naboja na ravnini 


šta . .. KJ 
X — jedinični vektor okomit na nabijenu ravninu, 


Ti izrazi vrijede za slučaj ravnomjerno raspoređenog naboja po zamišljenoj ČE, 


ravnini, koja stvara električno polje s obiju svojih strana. 
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d) Polje ravnomjerno nabijene beskonačne metalne ploče 


> > 


> g> 
D=qxy; E=—x, 


£ 
gdje je: 
g — plošna gustoća naboja na jednoj strani ploče 
pa — jedinični vektor okomit na nabijenu ploču i okrenut prema dielektriku. 


U slučaju metalne ploče sve djelovanje naboja prenosi se na područje 
dielektrika, 


Gornji izrazi vrijede i za polje u neposrednoj blizini metalne elektrode 
proizvoljnog oblika, s tim da tada za g, koji se u tom slučaju mijenja po 
elektrodi, treba uzeti vrijednost koju on ima na mjestu elektrode tik uz 
promatranu točku u dielektriku. 


€) Polje između dviju ravnomjerno +: suprotno nabijenih paralelnih ravnina 


m 


gdje, uz isto značenje a (koji može biti pozitivan ili negativan, ovisno o 
tome koju ravninu promatramo), jedinični vektor x, postavljamo okomito 
na jednu od ravnina i usmjerujemo ga prema prostoru izmedu njih. 


Predznak od a na toj ravnini odredit će tada da li polje ima smjer od X 
ili suprotan. 


Polazeći od ovih elementarnih izraza i služeći se, ako je potrebno, superpozicijom, 
možemo maći i neka složenija polja. (Ako, na primjer, promatramo nabijenu metalnu 
elektrodu i polje što ga ona proizvodi u nekoj točki prostora, do izraza za to polje 
možemo doći i tako da ukupan naboj zamislimo rastavljen na mnogo malih točkastih 
naboja, da zatim od svakog takvog točkastog naboja nađemo njegov doprinos ukup- 
nom polju te da zatim sve te doprinose vektorski zbrojimo.) 


2.15. Pokusni naboj Q, nalazi se jedanput u polju nabijene kugle, a drugi put 
u polju nabijenog valjka. Kugla i presjek valjka imaju isti polumjer R=3 cm. Ako 
sile na naboj Q, tik uz površinu kugle, odnosno valjka, stoje u omjeru 3:1, odredite 
Ken će udaljenosti #, od središta kugle, odnosno osi valjka, sile na Q, biti 
jednake. 


=—_4_ 
&(r)= 4TEr2 


&(r)= sfer 
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o. prego jmnarianonoo 


mo. om, m 
> 


Eno 


PARANA RPR EVA E PJ i Paavo Ko ti za PP a 


Rješenje 
Dijagram raspodjele električnog polja kugle Ex (7) i valjka Ev (r) u radijalnom smjeru 
prikazuje slika 2.15. Odnos tih dvaju polja na mjestu r bit će: 


2B: 
E(r)_4nerž__ O 
Ef) _A_ 21] 
2ner 


Na mjestu r==R imamo: 
BR__0_, 


E(R) 22AR 
a na mjestu r=74: 
Br) 2 _ 
Ev (ro) 2A70 


Služeći se tim odnosima nalazimo: 
t,=3R=9 cm. 


2.16. Naboj plošne gustoće s==+4,2 + 10-% As/jm? ravnomjerno je raspoređen po 
zamišljenom krugu polumjera #,==30 cm, slika 2.16a). Ako zbog djelovanja sile 
stvorenog električnog polja dođe do pomicanja naboja Q;==5,2 * 10-? As po pravcu 
koji prolazi kroz središte kruga i okomit je na njegovu ravninu (z-0s), ito-od mjesta 
z,==10 cm do z,==40 cm, odredite rad koji će se pri tome izvršiti, uz e=&. 


referentna 0s 


ži 2% 


a) b) 
' SI. 2.16. a, b 
Rješenje 
Kad bi nabijena ravnina bila beskonačna, polje bi sa svake njezine strane bilo 
a .. h g 
konstantno i jednako S tako da bi rad bio jednostavno jednak Q, E (82—£1). 
€ € 
Budući da polje, za koje još ne znamo po kojem se zakonu mijenja duž 2-osi, sasvim 


sigurno u ovom slučaju nije konstantno, morat ćemo prvo odrediti izraz za polje 
a zatim, služeći se poznatom metodologijom mehanike, naći rad kao: ' 
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Pri izračunavanju polja služit ćemo se metodom superpozicije, zamišljajući ukupan 
naboj ravnine razbijen na mnoštvo infinitezimalnih točkastih naboja dQ=co + dS, 


d : . m ž 

2 —_, i zatim njihove doprinose vektor- 
4dmer 
ski zbrojiti. Stvar je, dakako, naše umješnosti kako najprikladnije provoditi 
sam račun. 


U slučaju nabijenog kruga najzgodnije je, zbog simetrije, promatrati kružne vijence 
unutarnjeg polumjera p i širine dp i na na njima uzeti točkaste naboje dQ==g + dS== 
=5-:p:dp-dd, računajući kut # od neke proizvoljno postavljene referentne 
osi koja prolazi središtem kruga. U tom slučaju uvijek se mogu naći dva aksijalno 
simetrična točkasta naboja dQ, kojih će se komponente polja u smjeru okomitom na z 
međusobno poništiti, tako da će oni dati rezultirajuće polje usmjereno u pravcu 
2-osi s iznosom :: 


koji proizvode svoja polja dE= 


dRedi=2- 52. aga? PERA 
TE Tr? 4 mer? r 


Superpozicija djelovanja odvija se tada računski tako da se obiđe kružni vijenac 
opisujući kut o od 0 do zr (time je uz istodobno promatranje djelovanja para naboja 
dQ čitav vijenac obuhvaćen), a zatim se prelazi na slijedeći koncentrični vijenac, 


i čitava se stvar ponavlja. Matematički, ovaj se postupak izražava u procesu integra- 


cije mijenjanjem varijable p od 0 do 7. 
Uzimajući u obzir i činjenicu da je r=</8ra >» možemo pisati: 


mA _ SEP di=2E e do 
Ej ije 2 me Era“ ja rić (22-+e2 “ 


Provodeći najprije integraciju po U, nalazimo: 


zr fo 
E=2_.41. pdp _g2T p-dp 
2 me (22+p)4  2re f (22H p2)/: 
o 


Da bismo proveli integraciju po e, najzgodnije je zamijeniti varijable: 


22+p*=u;.  2ede=du i e do=— du 
i granice: 
za p=0, u=22 
ZaĆCe=% u=z+ 
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Nakon tog zahvata E se lako izračunava: 


2413 24 žiLri 
SE rai MIRA Ba hoki RANA 
2e 2uh: 4e € = : 

2 2 2 g 
23 
SŽ , Lo 2 
= “ul = i— 
"e il mE==) 


Na osi z polje iznosi: 
z 
E=E == 1-—i) 
: mii V/2žEFrŽ 
š S 
Promatrajući ovaj izraz, možemo lako zaključiti da on, uz z<r,, prelazi ui 
Sada, kad imamo izračunat E£, možemo prići određivanju traženog rada: 


> > Čč Qos či g. 
a. de= = = jaa 
s fot fase-82 [oz 


Ž% & , : ži 


gdje je: 
r= ( z.dg 
Ž Vž+% 


Integral I najlakše ćemo izračunati ako opet zamijenimo varijable i granice: 


gtHij=x; z- izab dx 
raž 
za z=&,  x=2+r) 
za Z=2%, x=2Ž+$ 
2i+r3 
I=> | PS ERE (ft, 
dif | 


tako da je: 
42 -a+/dFt jr) 
€ 
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Što nakon uvrštenja zadanih vrijednosti daje: 


A=1,433 . 10-4 VAs. 


+ 2.17. Odredite iznos i smjer sila koje djeluju na točkasti naboj Q, koji je smješten 


S- 


u električnom polju naboja Q, i Q,, ako je zadano d=3 m,a=5m, Q,==2 +: 10-5 As, 
Q=—3 :10-5 As, Q,==—5 + 105As i e=&. 


Sl. 2.19. 


8. Šuplja metalna kugla polumjera R=0,5 m nabijena nabojem Q=500 nAs 
ise u prostoru sa €r==1. Izračunajte jakosti polja E,, E, i E, u točkama koje 
se od središta kugle nalaze na udaljenostima 7;=0,25, r2=0,5001 m i z=2 m 


2.19. Ako se u koordinatnom sustavu x—y nalaze naboji +Q, i +Q,, kao što je 
prikazano slikom, odredite gdje je polje koje oni stvaraju jednako nuli, 


2.20. Dvije velike i paralelne metalne ploče u zraku nabijene su nabojem plošne 
gustoće s==5 nAs/m?, i to različita predznaka. Između njih nalaze se Maxwellove 
dvoploče površine AS=4 cmž, a njihova normala stoji pod kutom od 60? u odnosu 
na normalu na metalne ploče. Odredite iznos influenciranog naboja na dvopločama. 


2.21. Koliki je iznos električnog polja između dviju paralelnih ravnina ako su na 
njima raspoređeni naboji iste plošne gustoće g==3,8 + 10-7 As/m?* istog predznaka? 


2.22. Vrlo dug okomito postavljen štap nabijen je nabojem linijske gustoće 
A=3,93 + 10-% As/m. Za štap je pričvršćena preko tanke niti izolatora kuglica 
težine G [N] nabijena nabojem Q. Težina niti dužine 0,1 m može se zanemariti. 


Koliki mora biti Pin da bi uslijed djelovanja gravitacijske i električke sile 
kut između štapa i niti bio 45%? 

2.23. Koliko bi se naboja influencijom razdvojilo na metal- 
noj plohi prema slici (dijelu koaksijalno postavljenog valjka) 


u blizini ravnog vodiča nabijenog nabojem linijske gustoće 
A=0,6 : 10-8 As/jm, uz a=60" i /=1,5m? 


SI. 2.23. 
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2.24. Na unutarnji vodič prvotno neutralnog koaksijalnog kabela doveden je 
naboj O. Da li raspodjela električnog polja u smjeru r, okomitom na os kabela, 
izgleda kao što je to prikazano dijagramom A), B), C) ili D)» 


a) 


SI. 2.24. a, b 


2.25. Koji bi od dijagrama iz prethodnog zadatka prikazivao raspodjelu polja u 
slučaju uzemljene vanjske elektrode? 


2.26. U slučaju da se na prethodno neutralne vodiče koaksijalnog kabela iz zadatka 
2.24 priključi izvor električnog napona, i to tako da se ab? =: pol spoji na unutarnji 
vodič, a ,—“-pol na plašt, koji bi onda dijagram prikazivao raspodjelu elektri- 
čnog polja? i 


2.27. U sustavu dviju koaksijalnih cilindričnih elektroda velike dužine, između 
kojih se nalazi dielekrrik, nabijenih raznoimenim nabojima linijske gustoće JA I== 
23,8 + 10-7 As/m (unutarnja elektroda pozitivno nabijena) električno polje pomi- 
če svojom silom naboje Qy=-+4 +: 10-%As i Q,= +4. 10-" As od unutarnje do 
vanjske elektrode, čineći time radove A, i Ay 


Odredite kvocijente 4,/0,i A/O, i usporedite ih. Zadano: Rx=2,72cm, Ry=1 cm, 
€r=2,1 (slika 2.24). 


SI, 2,28, 
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2.28. Pozitivni električni naboj prostorne gustoće p==10-% As/m* raspoređen je 
ravnomjerno unutar volumena zamišljene kugle polumjera R=0,08 m, a izvan 
tog područja prostor je bez naboja. Odredite ovisnost D=f (r), gdje je r udaljenost 
od središta kugle, te iznose D na mjestima 1,==0,07 m i £==0,1 m. 


“ 2,29. Električni naboj prostorne gustoće g=—10-% As/m* raspoređen je ravno- 
mjerno između dviju zamišljenih koncentričnih kugli polumjera R,==0,05m i 
Ro=0,1 m, dok je preostali dio prostora sa gr==1 bez naboja. Odredite silu na naboj 
Q=+2 - 10-5 As na mjestima r,==0,01 m, r2==0,09m i rg==0,2m. 


2.30. Između dviju zamišljenih velikih i paralelnih ravnina razmaknutih za d metara 
ravnomjerno je raspoređen naboj prostorne gustoće p. Odredite izraz za jakost 
električnog polja E=f(x), gdje je sa x označena udaljenost od polovice njihova 
razmaka. : 


SI. 2.30. 


i2.31. Između dviju paralelnih velikih ravnih ploča nabijenih nabojem plošne 
gustoće g==5 + 10-68 As/m? (različitog predznaka) nalazi se pokusni naboj Q,= 
=4,43 + 10-5 As, Ako je razmak ploča 10 cm, a €==2,5 €,, odredite rad koji će polje 
izvršiti pomičući Q, od jedne ploče do druge. 


: 2.32. Na kugli polumjera R=20 cm nalazi se naboj Q=5 + 10-$ As. Koliki će rad 
izvršiti polje kugle pomičući pokusni naboj Q,==12,6 + 10-? As od njezine površine 
do beskonačnosti u sredstvu sa €=€,? 


Na kojem se području, mjerenom od površine kugle, obavlja 90% rada? 

# 2.33. Dva ravna, vrlo duga vodiča, polumjera R, zanemarivo malog u odnosu na 
njihov međusobni razmak d, nabijena su: 

a) lijevi vodič linijskim nabojem -+A, a desni —A 

b) oba vodiča nabojem -HA. 


Odredite zakone po kojima se električno polje mijenja u točkama koje leže na y-osi 
pravokutnog koordinatnog sustava postavljenog kao što je pokazano na slici 2,33, 
ito za oba slučaja. 
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2.34. Ako su oba vodiča iz prethodnog zadatka nabijena nabojem A= —3 + 10-7 As/m,. 


koliki bi rad izvršilo polje prilikom pomicanja naboja Qy==-+4 : 10-* As duž y-osi 
To lee d : 
iz mjesta "= do y=0, ako je €r=1? 


2.35. Ako su vodiči iz prethodnih zadataka nabijeni: lijevi nabojem A=-+17,7 + 10-9 
As/m, a desni sa A==—17,7 + 10-% As/m, odredite rad koji će izvršiti njihovo polje 
pomičući naboj Q,==3,2 * 10-58 As najkraćim putem od lijevog vodiča do desnog. 
Zadano: d=40 cm, Ryg=4mm. 


2,36. Dva točkasta naboja istog iznosa Q i različita predznaka nalaze se na udalje- 
nosti d, kao što je prikazano slikom, i tvore tzv. električni dipol. Odredite izraz 
za polje takva dipola u točkama A i B na x i y osi, s posebnim osvrtom na slučaj 
d<r, ; 


SI. 2.36. B SI. 2.38. 


2,37. Ako se pod djelovanjem polja električnog dipola iz prethodnog zadatka 
čestica mase m i naboja -+-Q, stane gibati u smjeru x-osi, polazeći iz stanja miro- 
vanja s mjesta x==r, (r,>d), odredite njezinu brzinu na mjestu x=72 (r2>7,). 


2.38. Dvije metalne kugle A i B nabijene su nabojima —QA i -++Qz, uz IQal= 
=|Qs|=Q. Ako se na Maxwellovim dvopločama postavljenim u ishodište koordi- 
natnog: sustava x—y pod kutom od 45% u odnosu na x-os influencijom razdvoji 
naboj AQ, odredite koliko daleko možemo pomicati dvoploče u smjeru y-osi, 
uz istodobno prikladno zakretanje, tako da iznos AQ bude konstantan. Zadana 
je površina dvoploča S==3,6 cm?, te d==50 cm i AQ=2,33 + 10? As. Koliki je 
naboj Q? 3 =. ' 


2.39. U sustavu dviju jednakih, paralelnih, okruglih i prvotno neutralnih metalnih ' 


ploča došlo je, djelovanjem vanjskih izvora električne energije, do premještanja 
negativnih naboja s lijeve ploče kroz vanjski krug na desnu, čime je stvorena struja 
i (1) oblika danog slikom 2.396). Ako zrak, koji se nalazi između ploča, može podni- 
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r 


jeti maksimalno električno polje od 3+ 105 Vim, odredite, uz R=20 cm, trenutak 
u kojem će polje doseći taj iznos. 


LmA 


_—-2- 
ims 


SI. 2.39. a, b 


2.40. Ravni štap konačne dužine 4 i zanemarive debljine ravnomjerno je nabijen 
nabojem linijske gustoće A. Odredite izraz za jakost električnog polja na simetrali 
štapa. Usporedite dobiveni rezultat s izrazom za polje vrlo dugog ravnog vodiča 
i ustanovite pod kojim će uvjetima ta dva izraza postati jednaka. 


2.41. Na kojoj udaljenosti x,, mjerenoj s jedne i druge strane osi prema slici, možemo 
presjeći ravnomjerno nabijeni vrlo dugi štap i odbaciti krajeve, a da se pri tom 
iznos polja E u točki A ne promijeni za više od 1% od početne vrijednosti? 
Zadano: r=5.cm. 


os 


i i 
Lo M] 


. SL 2.41. 


* 2,42. Kružni prsten polumjera 74; koji leži u ravnini x—y, a ima zanemarivu deblji- 


nu, nabijen je ukupnim nabojem Q. Odredite mjesto na z-osi prstena u kojem će 
polje imati maksimalan iznos. 


2.43. Uz Q=+1,4-10-7As i rg=25 cm te e==&, odredite ukupan rad izvršen 
pri pomicanju naboja Q,==3,6 +: 10-% As Guž z-osi iz prethodnog zadatka, i to 


od mjesta z== — 10 cm do z= +15 cm. Rad koji vrši sila električnog polja računajte 
s pozitivnim predznakom. 
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2.44. Koji kružni dio beskonačne i ravnomjerno nabijene ravnine, uzet u okolici . 
ishodišta z-osi, daje 99% doprinosa iznosu polja Ez na mjestu z? 


SI. 2.44. 


2.1.3. ELEKTRIČNI POTENCIJAL 


Kao što smo vidjeli u prethodnom odjeljku, čim se malo udaljimo od najjednostavni- 
jih oblika rasporeda naboja u prostoru, računanje polja postaje mnogo složenije 
i zahtijeva vektorsku superpoziciju parcijalnih doprinosa pojedinih točkastih na- 
boja rezultantnom električnom polju. Da bi se postupak određivanja polja učinio 
lakšim, uvedena je skalarna računska veličina — električni potencijal — koja omo- 
gućuje znatno jednostavniji pristup problemu, 


Osnovna ideja pri uvođenju potencijala jest: u svakoj točki prostora u kojem postoji 
električno polje definirat ćemo novu skalarnu veličinu — potencijal -— i postaviti 
zahtjev da ona bude ovisna o nabojima koji proizvode polje i o njihovu rasporedu, 
a da se u promatranoj točki može dobiti superponiranjem (skalarnim) parcijalnih 
doprinosa pojedinih naboja njezinu ukupnom iznosu. Budući da i potencijak i 
vektor električnog polja u svakoj točki ovise o istim nabojima raspoređenim po 
danom prostoru, očito je da i između njih mora postojati čvrsta veza; ustanovimo 
li oblik te veze, problem ćemo zaista moći riješiti potpuno, Definiramo li, naime, 
prvo pojam potencijala i odredimo li zakon po kojem ga točkasti naboj formira 
u okolnom prostoru, moći ćemo svaku konfiguraciju naboja razbiti na niz.točkastih 
naboja, naći potencijal svakog od njih u promatranoj točki i zatim sve te iznose 
superponirati, Na temelju tako izračunatog potencijala i koristeći se vezom između 
njega i SENKNJR polja, preostaje nam još samo da u posljednjem koraku odredimo 


i vektor E. Konačno, napomenimo još da se potencijalom mogu vrlo pregledno 
prikazati i određeni energetski odnosi u polju, jer je upravo na osnovi energetskih 
razmatranja on i definiran. 


Budući da nam višegodišnje iskustvo u radu sa studentima pokazuje da je potencijal 
jedna od najtežih tematskih jedinica u nastavi osnova elektrotehnike, idućim pri- 
mjerima nastojat ćemo najprije podrobnije razjasniti osnovne pojmove vezane 
za potencijal, da bismo kasnije mogli prikazati i način njegove upotrebe. 


2.45. Provedite energetsku analizu slučaja u kojem se naboj 4+-Q, mase m pomiče 


zbog kombiniranog djelovanja mehaničke sile F i sile elektrostatskog polja Q, E 
od točke c preko b do točke a u tom polju (sl, 2.45), 
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Rješenje 


Ako slobodan naboj -+-Q, dovedemo u neku točku prostora u kojem postoji elektro- 
statsko polje, pa ga prepustimo njegovu utjecaju, ono će na naboj djelovati silom 
i pomicati ga u skladu sa smjerom djelovanja polja. Prilikom pomicanja vrši se, 
dakako, i odgovarajući rad, a to znači da naboj doveden u bilo koju točku polja 
ima određenu akumuliranu početnu energiju na račun koje se rad obavlja. Ta energija 
naziva se potencijalnom energijom naboja u elektrostatskom polju, a po karakteru 
je analogna potencijalnoj energiji utega u gravitacijskom polju. Kao što se potencijal- 
na energija utega dobiva transformacijom rada koji je potrebno izvršiti dovodeći 
uteg uz pomoć vanjske mehaničke sile iz neke referentne točke u onu u kojoj 
promatramo potencijalnu energiju, tako se i potencijalna energija naboja dobiva 
na račun rada izvršenog prilikom pomicanja naboja od referentne točke do točke 
u kojoj promatramo njegovu potencijalnu energiju, a prilikom kojeg pomicanja 
se svladava djelovanje sile električnog polja. i 


a 


SI. 2.45. 


Nakon ovih uvodnih napomena prijeđimo na naš zadatak. Prema sl. 2.45. tangen- 


cijalna komponenta (u smjeru gibanja ds) rezultantne sile bit će, prema drugom 
Newtonovu aksiomu: < 
do: 


de? 


E=0Q,: E > cos a-HF + cos B=ma=m + 


što prošireno faktorom S" i sređeno daje: 


odnosno: 


2 
mv dv=d F7) -ds=Q,E cos a ds+F cos f ds, 


+ . 
Po ovom izrazu promjena kinetičke energije naboja na djeliću puta ds jednaka je 
radu što ga obje sile zajedno izvrše na toj dionici, a što je, naravno, u potpunom 
skladu sa zakonom o održanju energije. : 


Želimo li izvršiti energetsku bilancu čitavog puta s od € do a, morat ćemo gornji 
izraz integrirati; 
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(m-v-do=(| 0,-E-cosa ds |F <cos f + ds. 


8 8 s 


Budući da smo ranije provedenom računskom manipulacijom oko. Z u integralu 
t 


s lijeve strane znaka jednakosti de facto proveli supstituciju varijabli, njegove 
granice neće biti određene sa c i a, nego brzinama 7, i » u tim točkama. Prema 
tome: i 

Va 


2 2 
[modom [oi Wie Wimb 
KANE ' 
gdje AW, označuje razliku kinetičkih energija naboja u krajnjim točkama pro- 
matranog puta. 


UZ granice integracije integrala s desne strane znaka jednakosti označene sa cia, 
možemo pisati: 


a qa 
AWr= i Q, E cos a ds+ VF cos B ds. 
€ 6 


š ->. 
Promotrimo sada poseban, a za nas osobito zanimljiv, slučaj, u kojem su sile F 


i OjE tako međusobno ugođene na putu s da prilikom pomicanja naboja od c do a 
ne dolazi do promjene kinetičke energije. Tada je Wira=Wx, odnosno AWxz=0. 


Da bi energije na početku i na kraju puta bile jednake, sile E i OJE moraju biti 
tako usklađene da eventualno povećanje brzine naboja na jednom dijelu puta bude 


Be 

kompenzirano ekvivalentnim smanjenjem na drugom dijelu. Ako je E dan u svakoj 
: > + 

točki prostora, pa prema tome i OJE, sila F neće moći biti bilo kakva; ona će se 


morati prilagoditi sili OjE, i to tako da, zbog AWz=0, bude: 


a a 
|F cos B + ds=— | Q,-E-cosa ds, 
€ € 


odnosno: 
& a 
\F-ds=—\0,-E- ds. 
€ c 


Uočimo, dakle, da je veza između Fi O: E dana u indirektnom obliku, preko 
jednakosti integrala, a ne podintegralnih funkcija. 


Zadržimo se malo na ovom mjestu da bismo neke stvari bolje istaknuli. 
.. . . * . .. ri hp. KI * KID . 
Zamijenimo li granice integracije u | Q%, E ds i pri tome, prema pravilima integral- 


€ 
nog računa, promijenimo predznak integrala, dobit ćemo: 
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LI. 


-2 


( 


a € 
\F-ds= | 0, E < ds. 
c a 


Pogledajmo što se može zaključiti iz ovog odnosa. 


g > 
Uzmemo li neki naboj Q,, pa ga, djelujući mehaničkom silom F, premjestimo u 
Ž š a 


> > 
električnom polju od točke c do a, izvršit ćemo rad | F + ds. S druge strane, stavimo 


A ' 
li naboj Q, u točku a, pa ga prepustimo djelovanju. električnog polja, i to tako da 
. = 2 ai g da 2 > > 
ga njegova sila Q,E pomakne natrag do točke c, izvršeni rad bit će | O, 'E:'ds, 
qa a 


> > i 
i on je upravo jednak radu | F + ds, dakako uz uvjet da je AWzy=0. Koliko, dakle, 
z c —> 
energije utrošimo na izvršenje rada sile F na putu od c do a, toliko nam se može 


2 
»vratiti“ kroz rad sile QjE na putu od a do c. Naboj Q, ima, prema tome, u točki 
a potencijalnu mogućnost izvršenja rada preko sile električnog polja. On akumulira 
određenu potencijalnu energiju, iznos koje ovisi o tome koliko je energije prethodno 
utrošeno na njegovo dovođenje u tu točku. Budući da u ovom slučaju nema pro- 
mjene kinetičke energije, a zakon o održanju energije, naravno, vrijedi univerzalno, 
očito je da će se potencijalna energija naboja pri pomicanju od c do a morati prorti- 


ge 
.jeniti upravo za'iznos rada sile F. Promjena potencijalne energije AW, bit će, 
dakle: 


B a 
AWo=Wy—Wpe= \E-d, 
c 
a a , 
> > > > g : 
a zbog E .d=— \ Q,E :ds moći ćemo pisati: 
[4 Ka . 


a 


a 
Wa Woe=— | 0:8 d=Q-[—\E ds]. 
Le 


6 


Kako su nam nadalje u računima s potencijalnim energijama uvijek zanimljive 
njihove razlike, a ne i apsolutni iznosi (razlika potencijalnih energija naboja jednaka 
je, kao što smo vidjeli, izvršenom rađu, a taj je za praksu zapravo jedino zanimljiv), 
pridjeljivanje referentne (nulte) potencijalne energije naboju u proizvoljno izabranoj 
točki neće utjecati na razlike potencijalnih energija i bit će stoga dopustivo. Prema 
tome, ako uzmemo da na mjestu c naboj ima potencijalnu energiju Wzc=0, pa nam 
time € postane referentnom točkom, potencijalna energija na mjestu a bit će: 


' 2 a 
Wpa=— \ 0,-E d=0d—jE .dsl=0, * Pa, 
€ c 


gdje smo izraz u uglatoj zagradi označili sa ga i nazvali potencijalom u točki a. 
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Općenito možemo pisati: 
W,p=0, Pp; =—, 


s tim da je: 
promatrana 
točka 
+ 
P (promatrane točke) — il E ds. 


referentna 
očka 


Zadržimo se malo na ovim relacijama da: bismo bolje istakli njihovo značenje. 
Ako u nekom već izgrađenom elektrostatskom polju dogovorno odaberemo jednu 


pm 
točku kao referentnu, integral skalarnog produkta E - ds od nje pa do bilo koje 
promatrane točke imat će u tom polju jednoznačan iznos ovisan o položaju pro- 
matrane točke (matematika, naime, pokazuje da integrali ovog tipa, uz dane pod- 
integralne funkcije, imaju iznose neovisne o putu integracije, odnosno da ti iznosi 
ovise samo o položaju krajnjih točaka). Za svaku promatranu točku prostora s danim 
poljem integral će dakle, uz definiranu referentnu točku, imati jednu i samo jednu, 
promatranoj točki svojstvenu vrijednost, koju smo nazvali potencijalom i koju 


> -> 

ćemo upotrebljavati, zajedno s:vektorima D i E, kao treće električno i ovaj put 
skalarno obilježje stanja prostora na tom mjestu. Odredimo li, prema tome, iznose 
potencijala u pojedinim točkama prostora, potencijalnu energiju naboja dovedenog 
u određenu točku naći ćemo vrlo jednostavno množeći njegov iznos tom vrijed- 
nošću. Ako pak na neki drugi način uspijemo naći potencijalnu energiju, njezinim 
dijeljenjem s iznosom samog naboja dobit ćemo potencijal. 

Želimo li, konačno, izračunati rad. koji će se izvršiti prilikom pomicanja naboja od 


b do a, potencijali će nam to vrlo lako omogućiti. Izvršeni rad bit će, naime, jednak 
razlici potencijalnih energija u tim točkama, odnosno: 


A=AW;=Wya— Wo=0, * Pa— Q po=Qy* (Pa—gpo). 
Veličina ga— po, koja pokazuje -- kada radimo s općim brojevima — za koliki se 
iznos povećava potencijal prilikom pomaka od 2 do a (pretpostavljamo, dakle, da 
smo rad izvršili na račun neke vanjske energije i da smo time povećali potencijalnu 
energiju naboja njegovim pomicanjem od 2 do a), naziva se naponom između točaka 
a ib i iznačuje sa U». Dvostrukim indeksiranjem preciziramo zapravo da je riječ 
o razlici potencijala točke a prema točki b, tako da je po definiciji: 
Up»=Pa— Pb. 
Kada nam iznosi potencijala ga i 9» nisu poznati ili ih ne želimo računati, a znamo 


Be 
zakon po kojem se mijenja E, napon U, možemo uvijek naći preko: 


& bd 
> > > > 
Uqb =Pa— P= — ) E. ds—(— ) E ds). 
referentna referentna 
točka točka 


Označimo li referentnu točku sa c, kao što smo to do sada u ovom primjeru radili, 
dobit ćemo: , 3 3 
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Kako je, međutim: 


a b đ 
(E .ds= (E.ds+ | E-ds, 
€ € b 


nalazimo konačno: 


pa je rad: 
A=Q, * Ua. 


Pri tome je, naravno, sasvim svejedno da li smo U odredili iz poznatih Pa i o» 
& 

SITI = ne 

ili preko — ) E + ds. 


2.46. Metalna kugla polumjera R,=0,25m, sl 2.46, nabijena nabojem Q= 
==6,95 + 10- As, nalazi se u zraku daleko od svih drugih predmeta. Izračunajte 
potencijale točaka a i b udaljenih od središta kugle za iznose 1:==0,5 m, odnosno 
t»=1 m, te razliku potencijala Uke. Referentna točka c neka se jedanput nalazi na 
udaljenosti te==1,25 m, a drugi put u beskonačnosti. Prikažite i prokomentirajte 
zakon po kojem se mijenja potencijal u polju točkastog naboja, odnosno nabijene 


kugle. 


Rješenje 


Prije početka rješavanja ovog problema uočimo nešto što je bilo ugrađeno u sam ' 


način rezoniranja u prethodnom. zadatku. 
Promjena potencijalne energije moba na putu od referentne točke c do a jednaka 


je radu što ga izvrši mehanička sila F na tom putuya uz Wye=0 taj rad postale jednak 
potencijalnoj energiji na mjestu a, dakle: 


a [J 
Wao=\F.d= | F-d 
ć referentna 
točka 
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Prilikom gibanja bez promjene kinetičke energije isenoviti smo da se Wpa_može 
izraziti kao: 


a 


Wra=9%4 (- E: ds)=0, Pa. 


referentna 
točka 


> > 

Ovaj način računanja potencijala, preko integrala skalarnog produkta E ds, vodi 
na bitno poopćenje postupka. On, naime, dopušta da nađemo ga, odnosno općenito 
g, i onda kada u polju nema ni naboja ni mehaničke sile. Tako izračunati potencijal 
omogućuje nam, dakle, da nađemo potencijalnu energiju koju ži smao naboj kada 
bi se našao u određenoj točki prostora (točki a). 


Polje nabijene kugle, odnosno točkastog naboja, ima radijalan smjer i mijenja se, 
kao što znamo, po zakonu: 


PojaežE. 


4nerž r 


Stoga će računanje potencijala biti najzgodnije provesti integracijom skalarnog 
produkta E.ds po pravocrtnoj i radijalno usmjerenoj putanji od c do a. Kako 
je E dan kao funkcija Od 7, bit će potrebno izraziti i ds istom varijablom +, što 
upućuje na relaciju ds= dr. Iako je, dakle, dr okrenut od središta kugle, sam postupak 


računanja integrala _(€ E.ds (za potencjjal pa), koji općenito vrijedi za bilo kakvu 


€ H 
putanju s, pokazuje preko granica da se radi o integraciji od c do e, ane od a do 
c. Prema tome, uz c referentno, bit će: 


fa 


Pa= - [8 d=- da +. dr -cos 00 
4mer? 
što izračunato daje: 
24 
m 4ne Ta Te š 
odo 
4rEe ra 
gdje smo sa K označili iznos 2 : 
ETc 
Na analogan način nalazimo i q»: 
D 
«=— |E-dr= 2 —K. 
dne r» 
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Prema tome, ako za referentnu točku odabiremo točku c na različitim udaljenostima 
Ye od središta nabijene kugle, iznosi potencijala pa i po će se, naravno, mijenjati, 
jer se mijenja član K; razlika potencijala pa — po biti će, međutim: 


Pa— Po = Ue=-2 (>) 
Ta Tb 


dakle konstantna i neovisna o položaju točke c. Do istog rezultata doći ćemo i pu- 


tem: 
r 


2 a 
Vo=- | Eda | 2 dr + cos oi (--——). 


4ner? dne 
b Tb 


Uvistimo li zadane vrijednosti u izraze za pa, gb i Uev, dobit ćemo: 
a) za n=1,25m: pa= +15 kV; p=-FH12,5 kV; Uqo=62,5 kV 
b) za re=co: Paz -+125 kV; pu=-H62,5 kV; Uw==62,5 kV. 


Zadržimo se malo na zakonu po kojem se mijenja potencijal u polju nabijene 
kugle, odnosno točkastog naboja. 
Na udaljenosti r od središta kugle potencijal će, kao što smo vidjeli, iznositi: 


eQ)= Z —K, 
4ner 


gdje K može poprimiti bilo koju vrijednost, ovisno o tome na kojoj smo udaljenosti 
Te odabrali referentnu točku. Kako polje točkastog naboja teži prema nuli što se 
više od njega udaljujemo, dakle što je veći r, običaj je da se referentna točka, s 
potencijalnom energijom naboja jednakom nuli, uzima u beskonačnosti, UZ re=09. 
Tada je K=0, što nam dodatno olakšava račune, pa o (7) postaje: 


o 


dne F. 


PO)= 


Ako se izričito ne bude tražilo drukčije, mi ćemo, što je i uobičajeno, potencijal 
točkastog naboja računati prema gornjoj relaciji. 

Buđući da su, zbog simetrije, svi radijalni smjerovi međusobno ravnopravni, očito 
je da sve točke na istoj udaljenosti + imaju isti potencijal. To drugim riječima znači 
da zamišljena koncentrična kugla polumjera r predstavlja u ovom slučaju geometrij- 
sko mjesto točaka istog potencijala, odnosno da je ona ekvipotencijalna ploha. 
Kako je razlika potencijala između bilo kojih dviju točaka na dvjema različitim 
ekvipotencijalnim plohama uvijek ista, a beskonačnost je za nas također ekvipo- 
tencijalna ploha sa g==0, za potencijal točke a na udaljenosti r od središta nabijene 
kugle dobit ćemo uvijek istu vrijednost, bez obzira na to kako proveli integraciju 
od beskonačnosti do a (na primjer po s“ Za pa sa sl. 2.46). Zbog lakšeg računa mi 
smo, naravno, izabrali pravocrtnu i radijalnu putanju. ' 


2.47. Na sl. 2.47. prikazani su presjeci ekvipotencijalnih ploha nekog polja s x—y 
ravninom. Na temelju danih podataka pokažite kako bi se odredio iznos i smjer 


vektora E u točkama A i B. Ako su razmaci između susjednih ekvipotencijalnih 
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| 
| 


ploha duž y-osi međusobno jednaki i iznose u mjerilu 1 cm, načinite približnu 


. . DI . 2 
procjenu iznosa 1 smjera vektora E u tim točkama. 


W= 175V 
W= 10v 
= 185v 
P= 190V 
= 195V 
% =200V 


SL. 2.47. 


Rješenje 


Kako je razlika potencijala između točaka a i 2 u nekom polju određena sa: 


a 


Uab =Pa— P= — | E. ds, 
. b 
na infinitezimalnom djeliću puta ds ona će biti: 


dp=—E .ds. 
Pri tome se, po usvojenom postupku, radi o razlici potencijala točke na kraju puta 
ds (vrh vektora ds) prema točki na njegovu početku. 
Ako je u danom prostoru poznata samo raspodjela potercijala, a mi tek iz nje 


moramo odrediti iznos i smjer električnog polja, onda, dakako, vektor E nije a 
priori zadan. Pretpostavimo, međutim, na trenutak da je on poznat, kako bismo 
iz uočenih odnosa koji se javljaju između polja i potencijala ilustrirali inetodologiju 
njegova određivanja. Neka je, dakle, u točki. A sa sl. 2.47. polje prikazano vektorom 


E. U tom slučaju možemo pisati za proizvoljan ds: 


dp=—E -ds=—E ds + cosa=—E > cosa ds 
=—E, * ds, 


. . s + . =" 
gdje je sa E, označena komponenta vektora E u smjeru ds. Prema tome: 
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U našem slučaju imat ćemo, ako za dp uzmemo promjenu potencijala sa g, na 
> 

Ps duž ds: . 

sa dp=p;—Ppi=—5V, 


a prema mjerilu na ordinatnoj osi dužinu ds možemo približno procijeniti na 0,7 cm, 
odnosno 7:10-%m. Eg — komponenta električnog polja iznosit će: 
—5 V 
E;=-—- — & +700 V/m. 
* 7.10%m / 


Zadržimo se na ovom mjestu da bismo neke stvari bolje istaknuli, 


Istaknimo ponajprije da ovakav način određivanja Eg može dati tek približnu sliku 

o njegovu stvarnom iznosu, i to ne samo zbog netočnosti koju unosi procjena dužine 

ds preko mjerila, nego u prvom redu zbog činjenice da veza B=—<o> kojom 
' S 

smo se ovdje služili u makrorelacijama, vrijedi za infinitezimalno područje. Kako, 


međutim, ovaj primjer treba ilustrirati metodologiju određivanja E iz g, anei 
nalaženje njegove točne numeričke vrijednosti, u idućim razmatranjima poklonimo 
najprije pozornost rnetodologiji, koja je potpuno egzaktna; numeričke vrijednosti 
neka posluže samo kao sredstvo za povećanje plastičnosti izlaganja. 


Nakon ove napomene vratimo se našoj početnoj situaciji u kojoj E nije poznat, 
nego se traži iz podataka o razdiobi potencijala. 


Relacija E.= -E omogućuje nam da nađemo komponente polja E u bilo kojem 
Me s 


smjeru ds, pa da zatim iz komponenata, vektorskim zbrajanjem, izračunamo sam 
E. Želimo li, dakle, u točki A, u kojoj ne znamo E (zamislimo da na slici 2.47 nisu 
ucrtani vektor E i različite njegove komponente!), naći njegovu komponentu u 
smjeru ds, morat ćemo samo pogledati za koliki se iznos dp promijeni potencijal 


POR NI : d ba daa is 
duž ds i zatim izračunati = — SE Ako kao rezultat dobijemo pozitivnu vrijednost, 
. u S . 


to će značiti da je E, usmjeren u pravcu ds ; negativan predznak ukazuje na suprotan 
smjer. Budući da ovaj postupak računanja E, vrijedi za bilo koji smjer ds, on će 


> > 
u pravokutnom koordinatnom sustavu vrijediti i za smjerove dx i dy u pravcima 
x iy osi, pa ćemo moći pisati: 


x dy 


Ako, dakle, za dxi dy odaberemo pomake iz točke A na ekvipotencijalnoj plohi 

Pa do plohe pg, i to jedanput u smjeru x, a drugi put u smjeru y, uz dx=1,3 cm 
i dy=0,9 cm, dobit ćemo: 

E=-#7u4, +380 V/m; E=—2-H, 4560 V/m. 

dx dy 
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Polje E iznosit će, dakle, u točki A 
E=_/EZFE? 25680 V/m, 
a prema x osi stajat će pod kutom 


E, 
4g=are tg —=56". 
T 


Pogledajmo još neke zaključke koje možemo izvući iz ovakvih razmatranja. 


U općenitoj relaciji E cosa=E;=— e infinitezimalni pomak ds možemo, kao . 


S 
što smo rekli, učiniti u bilo kojem smjeru. Učinimo li ga duž ekvipotencijalne plohe 
na kojoj leži promatrana točka (točka A u našem slučaju), dp će biti jednak nuli. 
Kako su, međutim, i E, i ds različiti od nule, očito je da tada, da bi E, bio jednak 


nuli, mora biti cos«==0, odnosno «==90". Prema tome, vektor E u nekoj točki 
stajat će uvijek okomito na ekvipotencijalnu plohu koja prolazi tom točkom. Ova 
tvrdnja može se izraziti i drukčije. Ako promatramo određenu točku prostora s 
danom razdiobom potencijala, vektor električnog polja u njoj ležat će na pravcu 
u kojem se, polazeći od te točke, potencijal najbrže mijenja. (Za dani iznos ds, 
do će biti maksimalan u pravcu okomitom na ekvipotencijalnu plohu.) Smjer vektora 


PRkoa o i do > 3 : 

E bit će tada, zbog ,—“ predznaka u E;= EE suprotan od smjera u kojem 
: 

raste. Razvijajući dalje ovu analizu, možemo lako zaključiti da će površina metalne 

elektrode biti ujedno ekvipotencijalna ploha i da će unutar elektrode, zbog E=0, 

o biti konstantan i općenito različit od nule. ' ' 


Na temelju tih razmatranja lako zaključujemo da će u točki B vektor E biti usmjeren 
paralelno s osi y (potencijal u .B raste u smjeru —y) i da će njegov iznos biti: 


Es=— 2785, 500 V/m. 
Iem 


Završavajući ovo razmatranje, navedimo još da se u općem slučaju, kada je o 
dan kao funkcija pravokutnih koordinata x, y i 2, dakle o(x,y, 2), prikazani po- 
stupak određivanja komponenata provodi analitički egzaktno parcijalnim deriva- 
cijama funkcije o po x, y i s. Tada su: 


Daten), ka=onena, ARE A PLIN 
Ox oy 0z 


Parcijalnim deriviranjem, da podsjetimo, određuje se promjena funkcijske vrijed- 
nosti koja nastupa kada se, uz zadržane konstantne iznose ostalih varijabli, jedna 
od njih promijeni za infinitezimalnu vrijednost. U našem slučaju riječ je, dakle, 
jednostavno o traženju promjena potencijala u x, y i z Smjeru, i to promjena u od- 
nosu na iznos g (x,y, 2) u točki s koordinatama x, y, z. Prilikom postupka parcijal- 
nog deriviranja varijable po kojima se ne vrši derivacija tretiraju se kao konstante. 
2.48. Zadatak 2.16.riješite pomoću potencijala tako da prethodno nađete zakon po 
kojem se on mijenja duž osi z. Iz izračunatog potencijala odredite kako se mijenja 
polje na toj osi. i 
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Ea ba IZLrocE. CUO GIG, 


[os 


s, mo 


LILI 


Led; 


adi. 


Rješenje 


Zadatak se rješava skalarnom superpozicijom. Prema sl. 2.16. doprinos naboja 
dO (samo jednog) ukupnom potencijalu bit će: 


do _g:dS_o-pdo + dy 


do= = =, 
A dner o odner dne /o*Fz? 
tako da je: 
PE Žn To 
5 o ede o s 
= | | do==-|40]| EEE=-= (/frm—z). 
o= | [ee= [0] PES. varao 
0 0 D o 


Rad na putu od z, do z» bit će: 
4=0, [0 (22)—e (20] 


2 Gra vAPA+e1 


Stab /aFa— [rati 


== —1,433 + 10-4 VAs. 
Rezultat svojim negativnim predznakom upućuje na to da se potencijalna energija 
naboja smanjila, što navodi na zaključak da dotični rad obavlja električno polje. 


U zadatku 2.16. pošlo se od toga da se izračuna rad sile električnog polja, pa je 
zato i rezultat tamo bio pozitivan. 


Iz izraza o (2) nalazimo: 


do(2)_ o z 
h=-—“=—|1-—=i, 
da 2a NA 22+r7 
što je, dakako, potpuno istovjetno s rješenjem iz 2.16. 


2.49. Potencijal nekog elektrostatskog polja funkcija je samo varijable x. U pod- 
ručju odx=0 do x=x,==10 cm, on je konstantan i iznosi 9,=20 V,azaxSx<5»x 
mijenja se po zakonu o (x)=& (x—x9)?-+-o, uz konstantu k==0,13 V/m?. Izračunajte 
maksimalnu udaljenost xm do koje će doći naboj O,g= -+1,6 + 102% As mase mg= 
=1,67 + 10-27 kg, ubačen na mjestu x=0 s početnom brzinom »=500 m/s u smjeru 
x i prepušten djelovanju polja. . 


Rješenje 


Na temelju zadane razdiobe potencijala i relacije E ==9 zaključujemo da će 
2 

polje u području 0Zx<x, biti jednako nuli, a nakon toga će'se mijenjati po zakonu 

Fz(9)=—2k(x—x,); negativan predznak pokazuje da će smjer polja biti u tom 


području suprotan od smjera pozitivne osi x. (E (x)=—2k (x—x): i). Grafički 
prikaz potencijala i polja dan je na sl. 2.492). Ubacimo li, dakle, pozitivan naboj u 
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a) 


b) 


SI. 2.49. a, b 


smjeru osi x i prepustimo li ga djelovanju polja, on će se do x=%, kretati po inerciji, 
jer na njega ne djeluje nikakva sila. Čim on, međutim, prijeđe točku xg, polje će 
ga početi usporavati, i to sve jačom i jačom silom. Na mjestu Xm njegova će brzina 
pasti na nulu, a nakon toga on će se pod djelovanjem sile električnog polja u smjeru 
negativne osi x vraćati. 


Da bismo odredili koordinatu Xm, možemo. se poslužiti ili jednadžbom gibanja 
naboja, ili energetskom analizom. Kod jednadžbe gibanja postavili bismo diferenci- 
jalnu jednadžbu drugog Newtonova aksioma, u kojoj bi sila bila.Q, Ez (x), te bismo 
iz izračunatog zakona gibanja naboja odredili mjesto na kojem mu je brzina jednaka 
nuli. Međutim, do istog rezultata možemo doći i znatno jednostavnijim postupkom 
uz pomoć energetskih razmatranja, kao što ćemo to sada pokazati. 


Iz zadanog potencijala o (x) dobivamo potencijalnu energiju naboja O, kao funkciju 
od x preko WW (x)=0Q, e (x). :Na mjestu x=0 naboj dobiva početnu kinetičku 
MoV 


| : 
energiju Wxo=+ 3 tako da mu je ukupna energija prilikom ubacivanja u smjer x 
: i 


Was W.o+-Wro, uz Wpo==Q4 * Po. Prema zakonu o održavanju energije, ukupna 
energija mora biti konstantna, a to znači da počevši od x, svako povećanje W (x) 
mora biti popraćeno istim takvim smanjenjem VWx (x), kao što je prikazano na 
sl. 2.49b). Na mjestu na kojem WW (x) dostiže W.x, mora biti Wz (x=xm)=0, 
i time je određena koordinata xm. Prema tome, iz W (xm)=W.4zx nalazimo: 


Im=%-H% Ji 3 Wu: 
0 > 


što nakon uvrštavanja zadanih vrijednosti daje: 


Xm==20 cm. 


2.50. Naboj Q=—2,5 + 1077 As doveden je u točku A s potencijalom ga == -H400 V, 

tako da on na tom mjestu ima potencijalnu energiju Wpa=Q : ga==—10-% Ws. 

Iznos i predznak potencijalne energije upućuju na to da: 

2) taj rezultat nema nikakva smisla, jer ne postoje negativne energije 

b) prilikom pomicanja naboja Q od referentne točke do A valja savladati silu 
električnog polja i zato je potrebno izvršiti rad od 10-* Ws 
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“c) za pomicanje naboja Q od referentne točke do A nije potrebno uložiti vanjsku 
energiju, jer se pomicanje vrši posredstvom sile električnog polja i pri tome 
obavlja rad od 10-* Ws 


d) prilikom pomicanja naboja Q od referentne točke do A potrebno je uvijek, 
bez obzira na predznak naboja, utrošiti vanjsku energiju na savladavanje sile 
električnog polja. U ovom slučaju ona se preko izvršenog rada pretvara u po- 
tencijalnu energiju od 10-* Ws, a ,,—“ predznak znači da taj iznos energije 
ima naboj Q, koji je negativan. ' 


2.51. U elektrostatskom polju s ekvipotencijalnim plohama prema sl. 2.51. giba 
se naboj Q=-+10-$ As po putanji A—B—C bez ubrzavanja. Ukupni rad na putu 
od A do € bit će: 


a) Agc=—2 + 10-5 Ws (smisao: rad je jednak potencijalnoj energiji naboja 
Q u točki C) 


b) Aaa= 7 -+10-5 Ws (smisao: za pomicanje naboja potrebno je utrošiti 
energiju od (40--30) + 10-% Ws) 


C) Agao==—71 + 10-5 Ws (smisao: polje pomiče naboj na čitavom putu i pri 
tome viši rad od 7 -:10-5 Ws) 

d) Ago=>  10-5Ws (smisao: na dionici A—B ulaže se 40 -10-% Ws 

Č vanjske energije, a na dionici B—C 30: 10-% Ws 
vraća se preko rada što ga vrši polje) 

€) Agoc=—10-5 Ws (smisao: na dionici A—B polje vrši rad od 40 + 10-$ 
Ws, a na dionici B—€ julaže se vanjskih 30 + 10-$ 
Ws). 


+10V 


pla) 


SL. 2.51. Sl. 2.52. 


2.52. Potencijal nekog elektrostatskog polja mijenja se samo u smjeru x, i tokao 
što je prikazano na sl. 2.52. U točki x=x, električno polje bit će prikazano vekto- 
rom: 


a) E A 
b) Eg 
(2) Ec 
d) Ep. 
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2,53. Ako se potencijal nekog elektrostatskog polja mijenja u smjeru x linearno, 
i to jedanput po pravcu a), a drugi put po pravcu b) (sl. 2.53), i ako u točke x, 
i x» dovedemo isti naboj Q, na njega će djelovati sile. Fja> Fib> Foa i Fop. Između 
tih sila postoji slijedeća veza: : 


a) Fa=lFu; = Fa>Fp 
b) Fuaz=Foa3— Fua<Fpe 
C) Foas=Fo95 Fa<Fe. 


SI. 2.53. 


2.54. Na sl. 2.54. dan je presjek ekvipotencijalnih ploha nekog elektrostatskog polja 
s ravninom crtnje. Između sila Fa i Fa, koje djeluju na isti negativan naboj dove- 
den u točke A i B, postoji ova veza: 


a) Fa=fFz DJ 
b) Fa>Fz 
C) Fa<Fa. 


<<<< 


8 
6 
4 
2 


++++ 


SI. 2.54. .B 
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“2.55. Sla kojem se potencijalu nalazi vrlo velika metalna ploča ravnomjerno 


.nabijena nabojem plošne gustoće a==-+-44,3 10-8 As/mž, ako je potencijal p=0 
pridijeljen zamišljnoj i njoj paralelnoj plohi na udaljenosti d=0,25.m u zraku? 
Na kojem potencijalu se tada nalazi točka B, udaljena 0,375 m od ravnine? 


4+ 2.56. U prostoru između dviju paralelnih i suprotno nabijenih metalnih ploča 


AiB, sl. 2.56, sa ga<0 igB>0, uz [ga] = |oBl, točka 1 ima potencijal Pi== +400 V. 
Da bi se naboj O,=—4,8 + 10-8 As doveo iz točke 1 u točku 2 po ucrtanoj putanji, 
potrebno je izvršiti rad od 24 -10-% Ws. Ako je x,=3cm, x,==2 cm, d=4cm 
ie=2,l e, odredite potencijale ploča ga i pp, napon Uar i plošnu gustoću naboja 
na njima. ' ; 
A B 
3 sA 


£ 
A 
Z 
MA 
SI. 2.56. 
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2.57. Ravna metalna mrežica nekog elektronskog sustava ravnomjerno je 
e nabijena pozitivnim nabojem. S njezine lijeve strane, izbacuje se s udalje- 
nosti d=6 mm mlaz elektrona iste početne brzine %%=3,5 +: 105 mjsek u 
vw pravcu mrežice i prepušta djelovanju njezinog polja. Ako se u gruboj aproksima- 
ciji pretpostavi da je to polje jednako polju ravnomjerno nabijene zamišljene ravni- 
iu ne na mjestu mrežice, s plošnom gustoćom naboja g== +2,6 + 10-8 As/m?, izraču- 
najte brzinu elektrona (koji su prošli kroz otvore mrežice) na udaljenosti d/3 s 
s. njezine desne strane. Naboj i masa elektrona su: |[Q,[==1,6 :10-?As, mo== 
==9,1.10-%! kg, a gibanje se odvija u vakuumu. 


+6 -6 


“2.58. U prostor između dviju suprotno nabijenih ravnina razmaknutih d centi- 
«metara ubačena je paralelno s njima metalna ploča debljine d/10 cm, kao što je 
prikazano na sl. 2.58. Za koliko će se postotaka u tom slučaju promijeniti napon 
= Uus? Što se događa s naponom Uuya ako se ploča postavi na udaljenosti d/3 od 
A (umjesto 4/4)? : 
= a 
< 2.59./Između dviju paralelnih metalnih ploča razmaknutih za d==5 cm i priklju- 
= ičenih na izvor konstantnog napona U7==120 V nalazi se jedanput zrak, a drugi put 
dielektrik sa €r==2,5. Odredite plošne gustoće naboja na njima u oba slučaja. 


= 
--2.60. U ishodištu pravokutnog koordinatnog sustava x—y—z nalazi se točkasti 
= naboj Q=-+2,8 :10-5As. Odredite, preko potencijala, komponente polja Ex, 
E i Ez u točki A s koordinatama x=10 cm, 1:5 cm, z=15 cm, uz e=&. 
mi d 
i 2.61. Četiri točkasta naboja Q,==56 + 10-8 As, Q,=—32 + 10-5As, Q,=1:10-* As 
= iQ=—11,3-10-5 As leže u vrhovima zamišljenog kvadrata u ravnini *—y prema 
sl. 2.61, sa stranicom a=30 cm. Odredite, preko potencijala, izraze za komponente 
s polja Ex i E, u točki A s koordinatama x i y i zatim izračunajte iznos vektora E 
u točki A (x=24, y=a), UZ €=q. 
* 2.62. Središta dviju metalnih kugli A i B istog polumjera x, međusobno su razmak- 
ii 


nuta za d=21 *r metara. Ako su kugle nabijene nabojem istog iznosa, ali razli- 
čitog predznaka, tako da između njih vlada napon U,g, odredite odnos Ux»/Uan, 
= gdje je Ua» napon između točaka a i b prema sl. 2.62. Zbog d>r, međusobni 

influencijski efekti na kuglama mogu se zanemariti, ' 
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SI. 2.61. Sl. 2.82. | 


2.63. Metalna kugla polumjera Ry=10 cm nalazi se u središtu metalne polukugle 
polumjera R,, kao što je pokazano na sl. 2.63. Ako je između njih priključen napon 
U=105 V, a električno polje u dielektriku ne smije prijeći iznos od 30 kV/cm, od- 
redite minimalan dopušteni R2. 


S1. 2.63. SI. 2.64. 


2.64. U prostor, u kojem se nalazi kugla nabijena pozitivnim nabojem Q, ubačen 
je brzinom % negativan naboj Q, mase my. Zbog prisutnosti polja nabijene kugle, 
naboj Q, će se, umjesto po pravocrtnoj putanji gibati po krivulji. Ako uzmemo, 
u aproksimaciji, da se utjecaj polja počinje zamjećivati u točki 1, odredite brzinu 
V» koju će Q, imati u točki 2 prema sl. 2.64. 


+ 2.65. Središta dviju usamljenih metalnih kugli A i B polumjera Ra=9 cm i 


Re=1 cm razmaknuta su d metara, s tim da je d>R, (dakle i 4>Rp). 


Na kugle su dovedeni naboji Qao=—2,4: 10" Asi Qpo= +3,2 + 10-% As, a nakon 
toga one se međusobno povezuju vrlo tankom metalnom niti. Odredite, za taj 
slučaj, odnos polja Ea i Zp tik uz površinu kugli ako je €=&. 


2.66. U središtu kugle B polumjera Re=18cm Van de Graaffova generatora 


nalazi se kugla A polumjera Ra==6 cm, sl. 2.66. Ako je kugla A nabijena nabojem 
Qu=2 > 107 As, a kugla B nabojem Qp==10-$ As i ako se one nalaze u zraku, od- 
redite napon Uap između njih. Izračunajte iznos električnog polja u točki C prije 
i poslije međusobnog povezivanja kugli vodičem, ako je R:=24 cm. Efekt otvora 
kugle B zanemarujemo, 
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SI. 2.66. 


2.67. Potencijal i polje električnog dipola prema sl. 2.67, uz r>d, obično se izraža- 
vaju u polarnim koordinatama, dakle kao funkcije od r i 8. Odredite 9(r, 8) u 
točki A, a zatim, preko tog potencijala, radijalnu komponentu polja E: (r, 9). 
Odredite rad koji će se izvršiti prilikom pomicanja naboja Q, iz točke 1 u točku 
2 po kružnici polumjera r=74. ' 


ya 
a PE 
f ! K1i) 
f maa 
! fel, i Es 
na am prr ema; > gsm e, POR Vo 
2 za% 4 |Q Di kod 
RANE: 
SI. 2.67. 


PM KR. , 

+ (2.68. Ako između točaka A i .B na udaljenostima Ra==10 cm i Ra==15 cm mjerenim 
od osi nabijenog vodiča vlada razlika potencijala Uaa==200 V, odredite kod kojeg 
će Ra biti Use = Us. Kolika je linijska gustoća naboja A na vodiču, ako se on 
nalazi u zraku? 


2.69. Nabijena čestica dovedena je tik uz površinu nabijenog ravnog vodiča okrug- 
log presjeka polumjera R, i prepuštena djelovanju njegova polja. Ako s tog mjesta 
ona krene s početnom brzinom v%=0 i početnom akceleracijom 4, #0, odredite 
njezinu brzinu na udaljenosti r od osi vodiča (t>R,). 


4 2.70. Odredite napon između dvaju paralelnih vodiča zračnog voda nabijena 
linijskim nabojima iznosa [A]==1,68 + 10-? As/m i suprotnog predznaka, ako se 
vodiči polumjera R,==0,75 mm nalaze na udaljenosti 4=40 cm. 


+2.71. Odredite razliku potencijala između vrhova 1 i 2 zamišljenog kvadrata sa 


sl. 2.71, koji leži u ravnini okomitoj na dva paralelna i suprotno nabijena ravna 
vodiča sa [A4[==1,77 -10-* As/m uz e=ty. 
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SI. 2.71. ; SI. 2.72. 


2.72. Na kojem se potencijalu nalazi unutarnji vodič koaksijalnog kabela s poli- 
ctilenskom izolacijom (er==2,3), prikazan na sl. 2.72, ako je vanjski vodič uzemljen, 
a na unutarnjem se nalazi linijski naboj A= — 1,15 + 10-% As/m. Promjeri vodiča su: 
2R,=2,6 mm i 2R,=9,5 mm. 5 


2.73. Ako električno polje u etilenu ne smije prijeći iznos od 3 + 107 V/m (da ne 
bi došlo do ,proboja“ izolacije), koliki maksimalan napon smijemo priključiti 
između vodiča kabela iz prethodnog zadatka? 


"2,74. Odredite zakon op (r) po kojem se mijenja potencijal u području između 


unutarnjeg vodiča polumjera R, i vanjskog vodiča polumjera R, koaksijalnog kabela 
ako se ti vodiči nalaze na potencijalima p, (unutarnji) i wa (vanjski), a r je udalje- 
nost od osi kabela. Na kojem dijelu izolacije, računajući od unutarnjeg vodiča prema 
vanjskom, imamo razliku potencijala jednaku polovini ukupnog napona? Odredite 
položaj plohe nultog potencijala uz R,=0,6mm, R=22mm, pi=+12V i 
P= —6 V. 


2.75. Na temelju dobivenog o (r) odredite zakon po kojem se mijenja E (7) u kabelu 
iz prethodnog zadatka. Uz R=0,6mm, R=2,2mm, p=+12V, pp=—o Vi 
polietilensku izolaciju (er==2,3), izračunajte količinu naboja pi metru dužine 
kabela. ; 


2.76. Elektrode jedne elektronske cijevi sastoje se od dvaju koaksijalnih valjaka 
polumjera R,=1 mm i R=4mm. Unutarnja. elektroda spojena je na uzemljeni 
negativan pol baterije od 150 V, dok je vanjska priključena na njezin pozitivan pol. 
Na kojoj će udaljenosti 7x od “osi valjka elektron, koji izlazi iz unutarnje. elektrode 
s početnom brzinom v,=0, postići 90% konačne brzine vx (kojom on udara u 
vanjsku elektrodu)? Kolika je brzina vx? ' 


2.17. Štap sa sl, 2.77. nabijen je linijskim nabojem A. Odredite izraz za potencijal 
u točki A (x, y). 
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1. 


»A(xy) 


SI. 2.77. 


2.78. Točka A iz prethodnog zadatka ima koordinate x=0iy=1m,uzd= ./3m. 
Ako su A=+2 :10-5As/m i e=&, odredite iznos električnog polja i potencijala 
utočki A. 


2.79. Odredite zakone po kojima se mijenja potencijal, a preko potencijala i polje, 
na osi kružnog prstena polumjera r,, ako .je po njemu ravnomjerno raspoređen 
naboj Q. Debljina prstena je zanemariva. 


2.80. U sustavu ravnih, paralelnih i istim linijskim nabojem —A nabijenih vodiča 
jedne elektronske cijevi potencijal se u ravnini x—y, okomitoj na vodiče (sl. 2.80), 


mijenja po zakonu: 
(2,9) ski, B (en ŽTE og 21] 
Adreo a a 


Odredite kut pod kojim stoji vektor E prema pozitivnoj osi x u točki A (= > JI= 
Te 


SI. 2.80. SI. 2.81. 


2.81. U elektronskoj optici vrlo se često upotrebljava sustav od dviju bliskih i 
jednakih cilindričnih leća polumjera R, koje imaju istu os z (točka z==0 nalazi 
se u sredini sustava prikazanog na sl. 2.81). Ako je desna leća na potencijalu o,, 
a lijeva na 02, s tim da je g»=—p,, potencijal duž osi z mijenja se po zakonu: 


1,322 
9 (2)=P, tanh > 
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Ako se elektroni izbacuju u smjeru osi z, pa na mjestu z==0 na njih djeluje sila 
Fo, na kojem će mjestu sila biti F4/4? 


2.82. Između dviju paralelnih ploča B, i B,, koje se nalaze na potencijalu o;,=92=PB. 
ubačena je, paralelno s njima, ravna ploča s kružnim otvorom polumjera R, kao 
što je pokazano na sl. 2,82. Uz pa=0 i d>R, potencijal duž osi otvora mijenja 


se po zakonu: 
F2] 2R[ * (2) 
= h iloćesći Pe >|—arctgi—[—I L 
p()=—9 d va zd |R i x 


Ako je d=10cm, R=2mm i pB==2400 V, izračunajte jakost polja na mjestu 
x=2mm. 


SI. 2.82. 


2.1.4. POLJE NA GRANICI DVAJU DIELEKTRIKA 


2,83. Primjenom Gaussova teorema i relacije $ E “ds==0 odredite što se događa 
s električnim poljem na granici dvaju dielektrika. 
Rješenje 


Vektori D i E, uzeti u točkama A i B tik uz granicu dielektrika, s jedne i druge 
njezine strane, prikazani su u općem slučaju na sl. 2.83a). U svakom sredstvu vri- 


ča > > > > 
jedi, naravno, relacija D=eE, tako da imamo. Dyj=e& E, i Do=e, Ez: 
Da bismo utvrdili što se događa prilikom prolaza s jedne strane granice na drugu, 


granica granica granica 


plašt 
Kk 
SE 
=> 
48!|145 
Lis 
a) b) 


Si. 2.83. a, b, € 
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* +. . . . 4 
razmatranja ćemo provesti jedanput s vektorima D (Gaussov teorem), a drugi 
put s vektorima E GE «ds=0). 
Zamislimo li zatvorenu plohu :S u obliku valjka s bazama AS, koji ima zanemarivu 
visinu, a postavljen je u odnosu na granicu kao što je pokazano na sl, 2.83b), zbroj 


obuhvaćenih naboja bit će u dielektriku jednak nuli, pa će Gaussov teorem, uz 
zanemariv doprinos integracije po plaštu valjka, dati u tom slučaju: 


\| Dds=D, AS,+D, A5, 

s 
=D, AS cos (180% —a,)--D, AS cos a, 
= —(Di Cos %) AS+(D, C0S %2) AS==0. 


; : > -+ 
Kako su D, cos «, i D, cos ax normalne komponente vektora D, i D, (normalne 
u odnosu na granicu), uz Dja=D, cos &, 1 Don==D, cos.x, slijedi: 


Dj =Dan. 
Budući da i za komponente vektora vrijedi relacija D=eE, moći ćemo pisati: 
€ 'Fin=6S2 ' Fon, 
odnosno: : 
En. Fon=E€!6. 
Prema tome, normalna komponenta vektora D prolazi nepromijenjena kroz gra- 


s > 
nicu, a normalna komponenta vektora E mijenja se u omjeru dielektričkih kon- 
stanti. 


Da bismo ustanovili što se događa s tangencijalnim komponentama, izvršimo 
integraciju skalarnog produkta E ds po zatvorenoj krivulji 1—2—3—4-—1, pri- 


kazanoj na sl. 2.83c). Uz male iznose Asy,=Asu=As i zanemarive Asg i Asa 
dobit ćemo: 


E ds=E, Asyy+E, ASya 
1-2-$-4-1 
==E, As cos (90—ag)+E, As cos (90-+a,) 


=(E, sin x) As—(E, sin a») As==0. 


« KI * .. kao 
Kako su E;r=E, sina, i Eg=E, sin a, tangencijalne komponente vektora E (tan- 
gencijalne u odnosu na granicu), izlazi: 


Eu=Eu. 
Za tangencijalne komponente vektora D u tom slučaju dobivamo: 
Di Da=eEv Ea. 


Prema tome, rekapituliramo li provedeno izlaganje, možemo zaključiti da prilikom 
prolaska s jedne strane na drugu dvaju dielektrika na samoj granici normalne 


> > 
komponente vektora D i tangencijalne komponente vektora E ostaju nepromijenje- 


ne, Zbog promjene tangencijalnih komponenata vektora D i normalnih kompo- 
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nenata vektora E kutovi a, i % općenito će se razlikovati, pa će doći do ,,loma“ 
silnica. Ovaj lom može se izraziti tzv. tangens-zakonom loma: i 


Eu 
ge Bia 
tg Eu pi 
Ben 
U specijalnom, a za praksu posebno zanimljivom slučaju, kada polje upada oko- 


mito na granicu dvaju dielektrika, vektor D ostaje na samoj granici nepromijenjen, 
i to kako po iznosu, tako i po smjeru, dok iznos vektora E doživljava skok zbog 


prijelaza iz jednog sredstva u.drugo. Isto tako, ako je E tangencijalan na granicu, 
imat će isti iznos s obje njezine strane, ali će se zato D mijenjati. 


2,84. U alkaličnom staklu sa €ry==5 stvoreno je homogeno električno polje E=' 


: 24 KV/m. U odnosu na graničnu plohu između stakla i zraka, ono stoji 
pod kutom a,==45%. Ako se u zraku, u položaju okomitom na smjer silnica u staklu, 
nalaze Maxwellove dvoploče površine AS==1,2 cm?, izračunajte koliko će se naboja 
nu njima influencirati. A 


Rješenje 
Influenirani naboj na dvopločama bit će: | 

| AQ=D, AS cos (41 —%), 
i da bismo ga našli, moramo prvo odrediti a i D. 
Prema tangens-zakonu loma izlazi: 


] 
tg a2=— 18%, 
En 


a na osnovi jednakosti tangencijalnih komponenata električnog polja: 


odnosno, uz razvijen izraz za AQ i iskorišten tangens-zakon loma: 
AQ=e, E, AS (€, cos? a +sinž a). 
Nakon uvrštavanja zadanih vrijednosti nalazimo: 
AQ=7,65 + 10-1 As. 


2.85. Ravna žica s vodičem promjera 2R:==1,5 mm i slojem polivinilkloridne izolacije 
(€;==3,4) debljine 0,4 mm nalazi se u zraku. Odredite potencijal vodiča nabijenog 
sa A=-+4 + 10- As/m, ako je referentni potencijal p=0 uzet na udaljenosti Ra= 
=20 mm od osi vodiča. ' 


Rješenje 


Na mjestu Rx==1,15 mm iznos vektora D ne doživljava nikakvu promjenu, dok 
E ima skok uvjetovan promjenom dielektrika, U području od R, do R,Ese zato 
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mijenja po jednom zakonu, a od R, dalje po drugom, i o tome valja voditi raču- 
na prilikom određivanja potencijala. Imajući ove činjenice pred očima, potencijal 
na mjestu r=R, naći ćemo preko: 


R, R, R R 


eG=R)=—\E.dr=+ |B .dr=(E.dr+B.dr— 
B Ha & bi 
na Po A (AR R 
ž dr+ dj (— ja JES 214 V. 
Je, Iz đ 2meo \€r Ri Ra a 
1 


2,86. Između dviju paralelnih ploča, trajno priključenih na izvor konstantnog 
napona U, nalazi se zrak i u njemu je izmjereno električno polje E. Ako se 90% 
prostora uz jednu elektrodu, ispuni izolacijom od tinjca (er==6),.u tinjcu i 
preostalom dijelu zraka dobit ćemo, uz isti priključeni napon U, polja E, i Ej. 
U kojem odnosu stoje £,, Eg i 6? 


2.87. između dviju paralelnih ploča trajno priključenih na izvor napona nalazi 
se dielektrik debljine d sa er>1. U njemu je stvoreno polje E, (manje od maksi- 
malno dopuštenog za taj dielektrik) i jednako K.5,,,,> gdje je Forex maksimalno 
dopušteno polje u zraku (probojna čvrstoća zraka), a K faktor proporcionalnosti 
između E, i Fox. Ako se zbog lošeg mehaničkog fiksiranja jedna ploča pomakne, 
i to paralelno samoj sebi, pa između nje i dielektrika prodre sloj zraka debljine 
8, odredite: j 


a) koji će od dielektrika biti izložen opasnosti od proboja, 

b) kakav mora biti odnos između 8, d, K ie, da ne bi došlo do proboja, 

c) da li je za proboj opasniji deblji ili tanji sloj zraka? 

2.88. Dielektrici €, i €,, uz &1=0,6€,, nalaze se između dviju paralelnih ploča 
prema sl. 2.88. Ako je probojna čvrstoća dielektrika e, 1,5 puta veća od one za €», 
odredite u kojem će dielektriku doći do proboja ako stanemo povećavati napon 


izvora prema sve većim vrijednostima. Koji će dio maksimalnog mogućeg iznosa 
imati polje u onom drugom dielektriku u tom trenutku? 


Si. 2.88. 


2.89. Dvije paralelne metalne ploče A i B, između kojih se nalazi zrak, bile su 
spojene na izvor konstantnog napona, pa zatim odspojene, tako da su na njima 
ostali raznoimeni naboji istog apsolutnog iznosa Q. Za koliko će se promijenit 


224 


PR TREVI REP ORDRORE VISA C PO RE RUDET RE E URE ROR TITE E 


GR RES RO R VERA E GZIEE PEIIKENIE 


napon Uxp ako se između ploča stavi sloj dielektrika s €r==3,3, onako kako je po- 
kazano slikom 2.89? 


2.80. Između dviju paralelnih ploča A i B sa sl. 2.90. nalaze se tri dielektrika iste 
debljine d=1 cm, sa €r,==3,5, €r2==10, €rg==4. Ploče površine S==250 cm? nose 
raznoimene naboje istog iznosa Q=1,55 - 10-7 As. Ako se ploča A nalazi na po- 
tencijalu ga=-+3,75 kV, odredite na kojoj će udaljenosti od ploče A potencijal 
biti jednak nuli. 


SI. 2.90. 


2.81. U osi dviju suprotno nabijenih okruglih metalnih ploča polumjera R2; sl. 
2.91. postavljen je okrugli stakleni štap polumjera R, oko kojeg se nalazi zrak. 
Odredite kako će se rasporediti ukupan naboj Q po svakoj ploči. (Ploče nisu priklju- 
čene na izvor konstantnog napona.) 


+Q -Q 


2) 


Sl. 2.91, 


2.82. Dvije pravokutne metalne ploče visine a i širine & uronjene su u destiliranu 
vodu do dubine A, kao što je pokazano u presjeku na sl. 2.92. Na ploče je prethodno 
dovedena ista količina raznoimenih naboja Q, i one su odspojene od izvora. Od- 
redite što će se događati s plošnim gustoćama naboja 44 i o; na dijelovima ploča 
iznad i ispod vode te s poljem u prostoru između ploča i naponom među njima 
ako u posudu počnemo nalijevati sve veću količinu vode. Izrazite te veličine kao 
funkcije od h. 
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2,93. Ponovite razmatranje iz prethodnog zadatka za slučaj trajno spojenih ploča 
na izvor konstantnog napona U. Kako ukupan naboj Q na svakoj od ploča ovisi 
oh? 

2.94. Nabijena ravna žica okrugla presjeka polumjera R,==0,6 mm prevučena je 
slojem izolacije sa gr==3,2. Koliko bi morala biti debela izolacija ako bismo htjeli 
postići jednakost maksimalnih iznosa električnog polja u njoj i u okolnom zraku? 
2.95. Prostor između unutarnjeg i vanjskog vodiča koaksijalnog kabela ispunjen 
je izolatorom sa &r==4 i slojem zraka debljine d=0,2 mm. Kod kojeg će napona, 
priključenog na vodiče kabela, doći do proboja u zraku ako se sloj zraka nalazi: 
a) uz unutarnji vodič 

b) uz vanjski vodič? 

Zadano je: Fogmax=30 kV/cem, R,=0,4cm, R,=1,2 cm. 

2.96. Dvije koaksijalne cilindrične elektrode polumjera R,=2cm, R,==3,2 cm i 
visine /=12 cm, sa zrakom kao izolatorom, bile su priključene na izvor konstantnog 
napona i zatim odspojene s njega, tako da su ostale nabijene raznoimenim nabojem 
istog apsolutnog iznosa Q=1,9-10-*As. Kolika će biti razlika njihovih po- 
tencijala ako u prostor između njih nalijemo tekući dielektrik sa €r==2,4 do visine 
h==5 cm, kao što je pokazano na sl. 2.96. (promjene oblika polja na krajevima elektro- 


da zanemarujemo)? 
Ž 


Sl. 2.96. 


2.97. Elektrode iz prethodnog zadatka trajno su priključene na izvor konstantnog 
napona U=150 V. Za koliki će se iznos promijeniti naboj na njima ako se razina 
dielektrika povisi sa y=4cm na hy=6 cm? 


2.2. ELEKTRIČNI KONDENZATORI 


2.2.1. KAPACITET KONDENZATORA 


2,98. U blizini nabijene elektrode A, sl. 2.98a), dovedene su nabijene elektrode 
Bi C. Dokažite da će se razlika potencijala Uas između A i B povećati & puta 
ako naboj na A povećamo k puta. Objasnite pojmove kondenzatora, kapaciteta i 


parcijalnih kapaciteta. 
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Rješenje 


Kada u polje nabijene elektrode A dovedemo druge, električno neutralne elektrode, 
na njima će se influencirati naboji, a zbog konačnih iznosa polja, između pojedinih 
elektroda javljat će se i odgovarajuće razlike potencijala. Pogledajmo što će se 
dogoditi s tim veličinama kada povećamo naboj na A. 


SI. 2.98. a, b 


Plošna gustoća naboja o na pojedinim dijelovima elektroda A ovisi o ukupnom 
naboju O, i 0 obliku same elektrode. Povećamo li O, & puta, a oblik elektrode za- 
držimo nepromijenjenim, povećat se se i a na svakom mjestu & puta, a s njim i 


1) tik uz elektrodu. Zbog k-strukog povećanja o sa svakog dijela površine elektrode 
izlazit će & puta više silnica, pa tako i s dijela s kojeg one pogađaju elektrodu 8B, 
što dovodi do k-strukog povećanja naboja OQas sa sl. 2.984). Povećanje 
gustoće silnica tik uz elektrodu ima za posljedicu k-struko povećanje gustoće i 


. v . D . a . => 
u ostalim točkama prostora, a zbog proporcionalnosti D i E ono povlači sa sobom 


i k-struko povećanje vektora E u svakoj pojedinoj točki, Napon između elektroda 
A i B bit će stoga 


dakle k-struko uvećan. Rezimiramo li provedeno razmatranje, zaključit ćemo da 
k-struko povećanje naboja Q, izaziva k-struko povećanje influencijom vezanih 
naboja Qas i k-struko povećanje napona Un. Analogno rezoniranje vrijedi, na- 
ravno, i za elektrode A i C. 

Dijelovi elektroda A i B s nabojima +Qas i — Qap, zatim elektroda A i C s nabojima 
+Qac i —Qao te konačno dio elektrode A s nabojem +Q4e i beskonačnost s 
nabojem —Q. predstavljaju, zajedno s izolatorom, sustave koji omogućuju 
konzervaciju naboja i koje zato nazivamo električnim kondenzatorima. Kako je 
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odnos između njihovih Daboja i napona konstantan, za karakterizaciju prilika u 
ovakvim sustavima uputno je uvesti parametar definiran. upravo tim odnosom. 
Takav parametar nazivamo kapacitetom kondenzatora i označujemo ga sa C. On 


je po definiciji, dakle, jednak £ gdje su sa Q označeni apsolutni iznosi među- 


sobno vezanih naboja na dvjema elektrodama, a sa U napon između njih. 


U slučaju većeg broja elektroda međusobno povezanih influencijskim efektima, 
imat ćemo, naravno, posla i s većim brojem kondenzatora. Svaki od njih karakte- 
rizirat ćemo njegovim kapacitetom i takve kapacitete zvat ćemo parcijalnim ka- 
pacitetima. U našem primjeru to će biti: 


Cas OaB Cue= Qac ; Cag=ŽA2, 
AB Uac Ugo 
Uvodeći te veličine, nabojske i naponske prilike moći ćemo shematski prikazati 
onako kako je učinjeno na slici 2.98b). 


Za praktičku, tehničku, primjenu posebno su zanimljivi kondenzatori kod kojih 
se kompletan snop silnica formira u prostoru između samo dviju elektroda. Tada 
ćemo imati samo jedan kondenzator sa svojim, jednim, kapacitetom. U daljnjim 
razmatranjima bavit ćemo se isključivo takvim kondenzatorima. 


U specijalnim slučajevima, u kojima znamo odrediti polje između elektroda, C 


se može naći računski, kao kvocijent Q i U; pri tome je U= —(8. ds, s područjem 


integracije uzetim od jedne do druge elektrode. Ovakvim postupkom nalazimo, 
na primjer, kapacitete: 


a) pločastog kondenzatora 


C=e—, 
gdje je d razmak ploča, a S njihova površina. 


b) kuglastog kondenzatora 


C=4 na ——> mh >, 


R,—R, 
gdje su R, i R, polumjeri unutarnje i vanjske kugle. 


c) cilindričnog kondenzatora 


gdje su R, i R, polumjeri unutarnjeg i vanjskog koaksijalnog valjka, a Ž 
njihova dužina. 
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Postupak primjenjujemo i u drugim slučajevima u kojima je E poznat. Kada polje 
ne možemo matematički izraziti, ne preostaje nam drugo nego da C odredimo 
eksperimentalno. 


2.99) Elektrode A i B sa sl. 2.99, između kojih se nalazi dielektrik e,, bile su spojene 
 narizvor konstantnog napona i zatim odspojene, tako da su na njima ostali razno- 


imeni naboji istog apsolutnog iznosa Q. Ako mjesto dielektrika sa €, U prostor 
između njih ubacimo dielektrik sa €, uZ €,>€y: 


a) polje i kapacitet elektroda će se smanjiti 
(6) polje će se smanjiti, a kapacitet povećati 
c) polje i kapacitet će se povećati 


d) polje će se povećati, a kapacitet smanjiti. 


Si. 2.99. 


2.100,ŽAko elektrode iz prethodnog zadatka držimo trajno priključene na izvor 
konstantnog napona, zbog promjene dielektrika sa g, na €», UZ €.>E€,: 

a) polje će se smanjiti, a kapacitet povećati 

b) polje će ostati nepromijenjeno, a kapacitet će se smanjiti 

(c) polje će ostati nepromijenjeno, a kapacitet će se povećati 

d) polje i kapacitet ostat će nepromijenjeni. 


2.101. Između elektroda pločastog kondenzatora, razmaknutih 1 mm, nalazi se 
zrak. Kolika bi morala biti njihova površina, ako bismo htjeli postići iznos kapa- 
citeta od 1 farada? 


2.102. Dvije paralelne: metalne ploče trajno su priključene na izvor napona od 
1000 V. Sa zrakom kao izolatorom, one primaju na sebe naboj apsolutnog iznosa 
Q=531 nAs. Odredite površinu ploča, njihov razmak i kapacitet ako sena Maxwello- 
vim dvopločama površine AS==10 cm2, unesenim u prostor između ploča i po- 
sin) paralelno s njima, influencira naboj AQ==44,3 + 101% As. 


2.103) Dvije paralelne metalne ploče, sa zrakom kao izolatorom, bile su spojene 


\naizvor napona U, a zatim odspojene od njega. Nakon toga je razmak ploča povećan 
na dvostruki iznos, a izolator je zamijenjen tinjcem (er==6). Što se pri tome dogođilo 
s električnim poljem, naponom između ploča i njihovim kapacitetom? ., 


2.104. U kuglastom kondenzatoru, sl. 2.104, koji 
treba biti priključen na napon od 60 KV, unutarnja 
kugla ima polumjer R,j=18 cm. Koji maksimalan 
kapacitet kondenzatora možemo postići prikladnim 
izborom vanjskog polumjera Rx, a da, uz priključen 
napon, polje u zračnom izolatoru ne prekorači pro- 
bojnu čvrstoću od 30 kV/cm? Koliki je u tom slu- 
čaju polumjer R, vanjske kugle? Uf 


N 


SI. 2.104. 
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105, Koliki je kapacitet kugle prema beskonačnosti ako ona ima polumjer R 


\i nalazi se u vakuumu, daleko od svih drugih predmeta? Koliki bi morao biti 


g 'bolumnjer kugle kapaciteta 1F? 


2.106. Prilikom konstrukcije koaksijalnog kabela bio je postavljen zahtjev da se 
uz zadani promjer vanjskog vodiča promjer unutarnjeg vodiča odabere tako da 


f2. maksimalno polje u kabelu priključenom na napon U dosegne najmanji mogući 


iznos. Koliki je kapacitet jednog metra takvog kabela ako mu je izolacija načinjena 
od polietilena koji ima €r==2,28? 


a o Kolika će biti promjena napona između elektroda cilindričnog kondenzatora 
o sd. 


Ri=0,4 cm, R,=1,2 cm, /=0,6 m i e,=1,5 ako mu naboj povećavamo za iznos 
AQ=1,5 - 10-% As? X 


2.108. Na sl. 2.108. prikazan je zračni vod koji se sastoji od dvaju paralelnih vodiča. 


polumjera R s razmakom osi d, uz R<d. Odredite kapacitet voda po metru dužine 
ako su R=0,75 mm, d=30 cm i &=|1. 


7 


17 
7 


Tae SK oo 
SI. 2.108. SI. 2.110. 


2.109. Vod iz prethodnog zadatka priključen je na izvor konstantnog napona. 
Na koji iznos d, treba smanjiti razmak njegovih vodiča da bi se naboj na njima 
povećao za 10%? : 


# 2111. Izračunajte kapacitet dvoslojnog pločastog kondenzatora sa sl. 2.111.ako 


je zadano &q=3, €1==6, S,=8,=0,05m? i 4=0,01m. ' 


Sl. 2111. 
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:.2.112, Koliko će naboja po svakom voltu priključenog napona primiti dvoslojni 


kondenzator prema sl. 2.112. ako je Ri=6 mm; Rx=7 mm, R;=9 mm, -eg=5 
i €ro=4? Dužina kondenzatora je /=1 m. - , is 


metol 
SL. 2.112. S1. 2.113. 


2.113. Prostor između dvaju koaksijalnih valjaka sa sl. 2.113. ispunjen je do visine 
h tekućim dielektrikumom sa €r==3,2. Nađite kako kapacitet čitavog sustava ovisi 
o h i izračunajte koliko će se naboja Q, nakupiti na dijelu elektroda iznad tekućine 
kad ih priključimo na napon U. Koliki je Q, ako su: Rs=2,5 cm, R,=6,8 cm, 
1:=45cm, h=25cm i U=5kV? : 2 


2.2.2. NABIJANJE, IZBIJANJE I SPOJEVI KONDENZATORA 


Kada prazan kondenzator, koji ćemo ubuduće karakterizirati kapacitetom C, 
priključimo na izvor konstantnog napona U preko otpora R, on će se stati nabijati. 
Napon na njemu i struja nabijanja mijenjat će se prema relacijama: 


ue(=U-(1—e-",) 
iO=2 ao | 


gdje je sa r=R + C označena tzv. vremenska konstanta kruga. Izbijanje nabijenog 
kondenzatora preko otpora R, kada započne u trenutku £==0, odvija se po zakoni- 
ma: 
2 to 
ucO= Ue"- 


i U 
iuj=-——e <. 
(2 S 


Priključivanjem serijskog spoja x praznih kondenzatora na izvor konstantnog napona 
U, krajnje elektrode dobivaju istu količinu raznoimenih naboja Q,.a sve ostale 
elektrode nabijaju se influencijom. Zbog toga u serijskom spoju svaki kondenzator 
dobiva istu količinu naboja Q, a i svi zajedno primaju iz izvora ukupan naboj Q. 
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LA. 


-4. 


LI todo EI. 


oo) 


U stanju električke ravnoteže, po završenom postupku nabijanja, imat ćemo: 
ra Q=Q=...=Q=... =Q,=2 
U=U,+U,+...+U+... +U,= X PA 


Koristeći se relacijom Q=C +- U, možemo naći ekvivalentni kapacitet C, kojim bi 
se nadomjestila cjelokupna serijska kombinacija: 


an: 
| c“Aa 
U paralelnom spoju # kondenzatora priključenih na izvor napona U imamo: 
U=U=...=U=... =Ug=U 


O=Q+Q0+...+0Q+... +Qn= X 0 


gdje je sa Q, označen naboj na z-tom kondenzatoru, a sa Q ukupan naboj što ga 
daje izvor. Ekvivalentni kapacitet C bit će u ovom slučaju: 


C= 2 Ci 
isl 


Ako su neki od kondenzatora bili prethodno nabijeni, pa se zatim uključuju u 
mrežu, morat ćemo u procesu dodatnog nabijanja (odnosno izbijanja) imati na 
umu i njihova početna stanja. 


Konačno, kada budemo htjeli analizirati složenije elektrostatske mreže, postavit 
ćemo sustav jednadžbi za pojedine čvorove i konture, analogan jednadžbama 
Kirchhoffovih zakona: 

Žža=Žža 


Q 
žE=ž a 
U prvoj relaciji ZQ: predstavlja algebarsku sumu svih konačnih naboja na elektro- 
dama spojenim u jedan čvor, a ŽQ, sumu njibovih početnih naboja. U drugoj 
relaciji ŽE predstavlja sumu aktivnih napona određene konture, a, zimu 
svih napona na kondenzatorima te iste konture. ' 


2.114. Prazan kohdenzator C, sl. 2.114a), priključuje se preko otpora R na izvor 


* konstantnog napona U. Kako utječe smanjenje otpora R na proces nabijanja? 


Po kojim će se zakonima odvijati nabijanje ako kondenzator ima početni napon 
U, takav da mu je gornja elektroda: a) pozitivna i b) negativna? 


Rješenje Ž 
Nabijanje praznog kondenzatora odvija se, rekli smo, po zakonima: 
t 
uc()=U (1 —ečEo) 
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g KU Ati 
iG)=—e Rec. 
R 
Stoga će smanjenje otpora R ubrzati proces nabijanja, ali neće utjecati na iznos 
konačnog napona (napona izvora U) na koji se kondenzator nabija. Struja 7 (t) 
mijenjat će se, međutim, i zbog promjene < i zbog promjene R u članu Su Sma- 


njivanjem otpora početni skok struje postajat će sve veći, a njezino trajanje bit 
će sve kraće. Grafički su ti odnosi prikazani na sl. 2.114b). 


Uza 


Sl. 2.114.a, 0, c, d 


Promatramo li količinu naboja koja u procesu nabijanja u intervalu vremena od 
t=0 do t=4 stiže iz izvora na kondenzator, možemo je lako naći kao: 


to pa ' 
ž 
at) |: di— | Zee 
R 
0 6 
što nakon integriranja daje: 
4 ta 
adđo)=C-U(l1—e 7)=0Q :(1—-e""7). 


Grafički, q (2) prikazan je iscrtkanom površinom ispod krivulje z (£) u intervalu 
od t==0 do t=tg. UZ >, q (to) postaje jednak Q=C * U, dakle naboju koji se 
pri naponu U nalazi na kondenzatoru, a to znači da će nam, bez obzira na iznos 
otpora R, na kondenzator stizati uvijek ista količina naboja Q, ako samo pustimo 
da nabijanje dovoljno dugo traje (> 7). U graničnom, idealiziranom slučaju, u 

kojem R teži prema nuli, uc (t) i £(£) mijenjali bi se kao što je pokazano na sl. 
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2.114c). Takvo stanje, kao matematička apstrakcija, predstavlja granicu kojoj se, 
smanjujući R, približavamo. U tehničkoj praksi, ako nas sama prijelazna pojava 
posebno ne zanima, vrlo često ćemo nabijanje preko malih otpora promatrati 
kao proces opisan slikom 2.114c). Uz male R dijagrami sa sl. 2.114b) postaju, naime, 
vrlo bliski onima sa sl. 2.114c), i to nam omogućuje da elektrostatske mreže, u 
kojima: se uvijek nalaze neki konačni otpori (ako ništa drugo, to su otpori spojnih 
vodova), idealiziramo, prikazujući ih kao mreže bez otpora. 

Da bismo našli zakone po kojimia se odvija nabijanje kondenzatora: s početnim 
nabojem Q, i naponom U;, moramo krenuti od jednadžbe 2. Kirchhoffova za- 
kona: 

' U=1+R+uc, 


što uz = i i a daje diferencijalnu jednadžbu: 
di 


d 
U= SRE. 
dr C 
Uzimajući u obzir tzv. početni uvjet, koji kaže da je u t=0 q(0)=+0Q, (ovisno 
o tome da li je riječ o slučaju a) ili b), i rješavajući jednadžbu, nalazimo : 


za slučaj a) : 


q(f)=C-U—C:(U—U)e"7 


odatle: 


t 
uc (i -19_u-(u-uy e" 


za slučaj b) 
ae m 
q()=C:U—C(U+U) e“, 


i odatle: 


t 
uc (= 2 =u-(v+ U) e" 


_da_U+U, -+ 
: di R 
Grafički prikaz tih procesa dan je na sl. 2.114d). 


2.115. Serijska kombinacija kondenzatora C,=20 nF i C,==30 nF sa slike 2.115) 
priključuje se na izvor napona U=120V. Odredite konačan napon na svakom 
od njih ako su prije zatvaranja sklopke 


a) CL i C, bili prazni, 


40) 
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b) C, bio prazan, a C, nabijen na napon od 20 V, s pozitivnom gornjom elektro- 
dom, ' 


C) C, bio prazan, a C, nabijen na napon od 20 V, s pozitivnom donjom elektro- 
dom. E 


S1. 2.115. a, b 


Rješenje 
Promotrimo najprije općenitiji slučaj serijskog spoja kondenzatora, slučaj u kojem 
oni imaju određene početne naboje na svojim elektrodama. 


Da bismo mogli postaviti jednadžbe naboja i napona, označimo najprije, kao što 
je učinjeno na sl, 2.1156), smjer obilaženja petlje, pretpostavljene predznake ne- 
poznatih konačnih naboja Q; i Q, i čvor a u kojem se sastaju donja elektroda od 
C, i gornja elektroda od C,. Uz tako označene veličine (što znači da i za početne 
naboje Oy, i Ox, pretpostavljamo, pišući općenite relacije, iste predznake kao i 
za Qi O2) imat ćemo: 


—Q+Q=—Q+02 (čvor a) 
Q, 0 : 
U=*" E (petlja), 
GG (petlja) 
što nakon sređivanja daje: ' 
—Q+O0=09—9 
C, Q+C, Q=C, C, U. 
Primjenjujući metodu determinanti u postupku rješavanja jednadžbi, dobit ćemo: 
O, .C1 Ce U — Cu (Doo — Quo). O=C C2 U +C2(Q20— D10) 
Ci+ C» Ž C1+C2 ? 
odnosno: 


U - 21 0:U— (Om Qi) 


Ci Ci1+C2 
nE Q_G U+(Q20 — Q10) - 
CL Ci+GQ 
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Zadržimo se na 'ovim rezultatima da bismo ih prokomentirali. 


U specijalnom slučaju, kada je Qyy=Q9=0 ili kada je Q,y==QOx> gornje relacije 
prelaze u: 


U,= --U 
G+C 
U= Ci + U, 
G+C 


dakle u izraze koje ćemo dobiti join s ekvivalentnim kapacitetom. Po tom 
je računu: 


| mm m 
GLE 
a zbog Q,=Q,=0 izlazi: 
Qi C» : Q» Ci 
i=fe—2_ u; u=ž=- 
Ci. Ci+C2 Ce Ci+QC2 


Ove su relacije, dakle, samo specijalan slučaj jednog općenitijeg stanja, i tu činje- 
nicu želimo posebno naglasiti upozoravajući na potreban oprez prilikom računanja 
s ekvivalentnim kapacitetima. 


Nakon ovog uvođa možemo prijeći na rješavanje pojedinih varijanti našeg zadutku. 


Varijanta a 


Zbog Q,=Q2=0 imamo: 


Varijanta b 
ODpo=0; Qg=+C,: Up +600 - 10-* As 
U,=-+60 V; U,=-+60 V. 


Varijanta c 
O40=0; Op=—C,* Uy= —600 + 10-* As 
U,==-+84 V; U,= +36 V. 


: 2.116. Tri nenabijena kondenzatora kapaciteta C,=10 uF, C,=6 uF i Gj=4uF 
- spojena su u kombinaciju prema sl. 2.116) i priključena na izvor napona U==100 V, 
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Nakon toga kondenzator C, se odspaja, preokreće i i uz očuvan naboj. ponovno pri- 
ključuje paralelno kondenzatoru C,, kao što je pokazano na sl. 2.116b). Koliku 
promjenu napona na C, uzrokuje takav postupak? 


Rješenje 


Pogledajmo najprije što se pri tome događa s nabojima i naponima na pojedinim 
kondenzatorima. 


a) b) 
SI. 2.116. a, b 


Kada kombinaciju nenabijenih kondenzatora priključujemo na izvor napona U, 
oni će se, u skladu s pravilima nabijanja serijsko-paralelnih kombinacija, nabiti 
na određene napone. Odspojimo li kondenzator C,, električka ravnoteža neće se 
poremetiti, jer naponi na C, i C, Zbrojeni drže ravnotežu naponu izvora U. Okrene- | 
mo li, međutim, C,, pa ga ponovno priključimo paralelno C,, prouzrokovat ćemo | 
smanjenje napona na paralelnoj kombinaciji C, 1 Cg. Kako na susjednim elektro- 
dama od C2 i C, imamo raznoimene naboje nejednakih iznosa, doći će do među- 
sobne neutralizacije naboja, pa će na C, i C, ostati razlika prvotnih iznosa nabo- 
ja, koja će se zatim rasporediti na oba kondenzatora. Smanjenjem napona na 
Ci i Ce poremetit će se električka ravnoteža kruga, i zato će izvor dati serijskoj 
kombinaciji kondenzatora C, i ekvivalentnog kondenzatora paralelnog spoja C, i 
Ce dodatne naboje, koji će ponovno uspostaviti ravnotežu. Čitav ovaj proces, koji 
je u provedenom razmatranju bio raščlanjen na pojedine faze, teče, dakako, 
istodobno i rezultira u konačnici povećanjem napona na C,. Pogledajmo kako 
to izgleda kada se provodi računski. 


Ekvivalentni kapacitet čitave kombinacije iznosi: / 
Ćug=SLCebC)_ up, 
' GSOIG, 
tako da prilikom prvog nabijanja izvor daje naboj: 
Q=Cia: U=500 + 10*As=Q,=0;,, 


gdje smo sa Qyg označili naboj na paralelnoj kombinaciji C, i C,, a taj je jednak 
zbroju Q, i Qa. Naponi na kondenzatorima bit će: 
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a naboji Qi Q:: | 

Q=C, : U,g==300 E 10-4 AS;. Q=C, * U,g=200 s 10- As. 
Okretanjem kondenzatora C,, na paralelnoj kombinaciji C, i C,, prikazanoj ekvi- 
valentnim kapacitetom C,,, ostat će naboj: 


' Qzo=Q2—Q3=100 + 10-5 As, 
koji će stvarati napon: : 


23 
tako da u ovoj fazi naponi na Ci Cogi imaju zajedno 60 V. Dodatno nabijanje kon- 
denzatora analizirat ćemo na "način opisan u prethodnom zadatku, smatrajući 
naboje: 
no == +500 + 10-% As 
i 
Oogo= -+100 -.10-$ As 
početnim nabojima na .C, i C2g. Provodeći spomenuti postupak, dobit ćemo : 
Uj=70 V; Užg=30 V. 
Povećanje napona na C, iznosi, dakle, 20 V. 


2.117. U spoju prema sl. 2.117. gornja elektroda kondenzatora C, ima početni 
pozitivan naboj'od 20u As. Odredite konačne iznose naboja i napona na svim kon- 
denzatorima ako je: C,= 56F, G=3uF, Ga=2pF, E,=16 V, £,=20 V i E,==30 V. 


SI. 2.117. 


Rješenje: 


Budući da prilikom postavljanja jednadžbi konačni polariteti naboja na konden- 
zatorima nisu poznati, označit ćemo ih proizvoljno, kao što je učinjeno na sl. 2.117. 
Uz odabran smjer 0! ilaženja kontura I i II i naznačen čvor a, sustav jednadžbi 
naboja i i napona imat će oblik: 


Q+9%+9= gta — Oy 


ra 
E. =. 
a—i= Et C, 
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gdje smo sa — Quo označili početne negativne naboje na doro elektrodi konden- 
zatora Cy, spojenoj u čvor a. 
Dovođenjem sustava jednadžbi u oblik pogodan za rješavanje metodom determi- 


nanti 
Q,+Q2+ Q= — Oy 
—C,Q+C Q=G C, (Ee— Ep 
; —Cg O+ C, Q=C, Ca (E3— E») 
i provođenjem samog postupka rješavanja nalazimo: 
Q,=—30 uAs, Q,=—6 pAs i Q:=+16 uAs, 


odnosno: 


. 1 X 
Polariteti konačnih napona na CG; i C, bit će, dakle, suprotni od pretpostavljenih, 
a polaritet napona na C, podudarat će se s pretpostavljenim. | 


2.118. Kondenzatori zadanih karakteristika O=f (U), slika 2. 118, spojeni: su para-, 
lelno i priključeni na izvor napona U. U tom će slučaju naboj na: 


(aX C, biti najveći Q 
b) C, biti najveći 
€) C, biti najveći 


d) svim kondenzatorima biti isti. 


SI. 2.118. 

2.119. Ako nenabijene kondenzatore iz prethodnog zadatka spojimo serijski i 
priključimo na izvor napona U: 

u) napon na C, bit će najveći 

b) naboj na C, bit će najveći 

e) naboj na C, bit će najmanji 
(d)] napon na C, bit će najveći 

e) napon na C, bit će najmanji. 

2.120. Ako uz trajno priključen izvor napona U kratko spojimo elektrode konden- 
zatora_ C, sa sl. 2.120, naponi na C, i C, će se: 

9) na.C, povećati, a na C, smanjiti 

b) na C, smanjiti, a na C, povećati 
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No 


- 


c)naC,iC, povećati o 
d) na C,i C, smanjiti. | 


kod 


S1. 2.120. ' . S1. 2.121. 


2.121. Nakon kratkotrajnog priključka kombinacije nenabijenih kondenzatora sn 
sl. 1.121. na izvor napona U i nabijanja kondenzatora, kratko se spajaju točke u i b. 
Nakon tih operacija napon na C, bit će: , 
C, * Ca 

Ci+C, 
b) različit od nule bez obzira na iznose kapaciteta 
c) jednak nuli bez obzira na iznose kapaciteta. 


a) različit od nule samo ako je G,+C,# 


2.122. Dva pločasta kondenzatora C, i C, istih dimenzija S=110 cm? i d==0,1 cm 


ie spojena su u seriju i priključena na izvor napona U=100 V. Ako pri nabijanju 


izvor daje naboj Q=65 - 10-1% As, a C, je zračni kondenzator, odredite €r, kon- 
denzatora C.. 


/ 2.123. Kondenzator kapaciteta C,==2 uF nabija se na napon od 110 V. Isključivši 


C, s izvora, na njega priključujemo prazan kondenzator nepoznata kapaciteta 
Cx, koji se pri tom nabija na napon od 44 V. Koliki je iznos C,? 


SI. 2.124... 


2.124. Serijski spoj dvaju jednakih kondenzatora sa sl. 2.124, od kojih je jedan 
(Cy prethodno nabijen na napon 2 U, a drugi je prazan, priključujemo na izvor 
napona U. Koliki će biti konačni naponi na CG, i Ca? 
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2.125. Koliki će biti konačni naponi na kondenzatorima C, i C, iz prethodnog 


zadatka, ako je C, nabijen na početni napon od 2 U, s pozitivnom gornjom 
elektrodom? 


ro IA 


[o 


S1. 2.126.  S1.2,127. 


E 2.126. Tri kondenzatora istog kapaciteta spojena su prema sl. 2.126. Koliki će 


biti napon na kondenzatoru C, nakon zatvaranja sklopke S ako su prije zatvaranja 


C, i C, bili nenabijeni, a na C, imali smo početni napon od 12 V naznačenog po- 


lariteta? : 


7 Kombinacija nenabijenih kondenzatora sa sl. 2. 121. priključuje se na izvor 
sona U=120 V. Odredite napone na C, i C; ako kapaciteti imaju iznose: C,= 
220 UF, G=G=40uF, Ca=60 uF i C,=16 uF. 
2.128. Kombinaciju nenabijenih. kondenzatora sa sl. 2.128. priključujemo na izvor 
napona U=180 V, a zatim kratko spajamo elektrode kondenzatora C;. Koliki je 
napon na C, i koliki bi on bio da smo prvo kratko spojili elektrode od C;, a onda 


kombinaciju priključili na izvor? Zadano je: C,=10nF, G.=6nF, C,=12 nF 
i Cy=4nF. 


C, G 


SI. 2.128. > S1.2.129. 


2.129. Kombinacija nenabijenih kondenzatora sa sl. 2.129. priključuje se na izvor 
napona U=100V. Ako je Uyg=+55V, C,sl5nF i GG=CG;=5nF, odredite 
naboj na C,. 


16 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 
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2.130. U kombinaciji prema sl. 2.130. poznati su kapaciteti C,==25 nF i Cj=15 nF. 
Kod kojih iznosa C, i Ca će napon na Gy tri puta veći od napona na C,? 


a 


SI. 2.130. 


2.131. U shemi prema sl. 2.131a) priključujemo nenabijene kondenzatore C, i 
Ca na izvor napona U, a zatim dodajemo prazan kondenzator. C,g paralelno kon- 
denzatoru Ca. U shemi prema sl. 2.1316) priključujemo čitavu kombinaciju ne- 
nabijenih kondenzatora na izvor. Dokažite da ćemo u oba slučaja dobiti iste ko- 
načne Hapone na pojedinim kondenzatorima. 


Fa 


+T :' 
b) 


i bi 2.132.) Koliki mora biti iznos kapaciteta C, iz mreže prema sl, 2.132. da bi na (sA 
*.yladao napon U;==24 V? Zadano j je Ca=10 nF, Cg=50 nF, G,=16 nF, C;==60 nF 
i U=60V. Kondenzatori su prije priključenja na izvor bili nenabijeni. 


G 


S1. 2.131. a, b 


SI. 2.132. 
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2.133. Sisiitakani sklopke u položaj ash četiri prazna kondenzatora sa sl. 2. 133 
kapaciteta C,==20.nF, GG=C;=10 nF i C,=50 nF priključuju se na izvor napona 
U=120 V, a nakon nabijanja sklopka se prebacuje u položaj c—d. Odredite konačne 
napone na kondenzatorima. > 


* SL2.133._. : si 2.134. 


2.134. U mreži prema sl. 2.134. kondenzator C; ima početni naboj Og= 36 + 10% As 
e Pojatno će promjenu napona AU, na kondenzatoru CL 
uzrokovati zatvaranje sklopke S ako: su, C;=18u4F, Co=20 uF, C, mu F, Ca= 
=164F, G,=5uF i U=12V> van in 


2.135. Dokažite da se kapaciteti dvoslojnih pločastih kondenzatora sa sl. 2. 135a) 


i b) mogu izraziti i preko ekvivalentnog kapaciteta sevjakog, odnosno paralelnog, 
spoja kapaciteta C, i C,. 


SI. 2.135. a, b 
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2.136. Dokažite da se kapaciteti dvoslojnih cilindričnih kondenzatora sa sl. 2.1362) 
i b) mogu izraziti 1 preko ekvivalentnog kapaciteta serijskog, odnosno paralelnog, 
spoja kapaciteta C, i C,. 


a) 
SI. 2.136. a, b 


“2. 137. Tri serijski spojena kondenzatora C,= 20nF, C,=10nF i CG=10 nE 


imaju početne naboje Q;,==800 nAs, Qyy=100 nAs i 
Qa,=0, s predznacima označenim na sl. 2.137. Koli- 
ki će biti konačni naponi na kondenzatorima kad ih 
priključimo na izvor napona U=120 V? 


SI. 2. 137. 


2,138. Početni naboji na kondenzatorima na sl. 2.138 jednaki su nuli. Koliki su 
konačni naponina njimaako je C,==2 uF,C,=3 uF,Cg=5uF,Ej=10 ViE,=20V? 


C, C2 


SI. 2.138. S1. 1.139. 


/2 139. Kondenzatori Cy=4uF, C=2uF i C,=6uF sa sl. 2. 139. bili su prazni 
jr uključenja u mrežu. Koliki su konačni naponi na njima ako je Ey=12V i 


=24 V? 
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2.140. U mreži prema sl. 2.140, kondenzatori Ci=5 nF, Ca=15nF i C;==25nF 


imaju početne naboje Q,,==30 nAs, Oy=| 140 nAs i 00:20 nAs naznačenog pred- 
znaka. Koliki će biti konačni naponi na njima kada zatvorimo usi S? 


s. = moo| “a 
KE bodi 


SI. 2.140. ' Sl. 2.141. 


2.141. Prije uključenja u iki prema sl. 2.141. kondenzatori G= =C=6uF, 
Ci==44u F i Ca=3uF bili su prazni. Izračunajte konačne napone na njima uz 
E,=12V, E,=24 V. 


2.142. Koliki će biti naponi na pojedinim kondenzatorima iz prethodnog zadatka 
ako, nakon završenog nabijanja, kratko spojimo elektrode kondenzatora C,? 


2.143. U trenutku £==0 sklopka S iz mreže prema sl. 2.143. stavlja se u položaj 1, 
u kojem ostaje 30 ms, a zatim se u zanemarivo kratkom vremenu prebacuje u polo- 
žaj 2. Ako kondenzator C=5uF nije bio prethodno nabijen, a elementi mreže 
imaju iznose R,==600 (), Rx=2,4 kQ i U=12 V, koliki će biti napon na konden- 
zatoru u trenutku £==42 ms? 


115 R, 


2 s 
R, ž j 
C “ušm=c 
+ 
U [+ + 
E: SE 
' SI. 2.143. S1. 2.146. 

2.144. Nabijanje kondenzatora C=10 uF, započeto u trenutku t==0, obavlja se 
strujom i (t)==20 e-1% #, gdje je z (1) dan u miliamperima, a £ u sekundama. Za 


koliki će se iznos promijeniti napon kondenzatora nakon prvih 30 milisekundi 
nabijanja? 


2.145. Kondenzator kapaciteta C=1 pF nabijen je na napori od 24 V. Što: će se 
dogoditi ako napon kondenzatora stanemo mjeriti voltmetrom otpora 100 kQ/V 
na području od 30 V? Koliki će biti napon na kondenzatoru 3 sekunde, 6 i 9 se- 
kundi nakon priključenja voltmetra? 
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2.146. Kondenzator sa sl. 2.146, kapaciteta C==125nF, nabijen je na početni 


napon U,=60 V naznačenog polariteta. U kojem će trenutku, nakon zatvaranja 
sklopke S, napon na njemu biti jednak nuli, ako su U=120 V i R=56kQ? 


2.147. Po kojem će se zakonu nabijati kondenzator C; sa sl. 2.147, ako su prije 
zatvaranja sklopke svi kondenzatori bili prazni? 


Sl. 2.147. X, SI, 2.148. 


2.148. Sklopka S u mreži prema sl. 2.148. zatvara se u trenutku £==0. Koliko će 
se naboja naći na kondenzatoru u momentu #==150 us, ako je do £=0 on bio pra- 
zan? Kolika struja u tom trenutku teče kroz Rz? Zadano je: R=4 kQ, R,=12kQ, 
C=25nF i U=120V. ' 


2.149. U mreži prema sl. 2.149. kondenzatori C; i C, bili su nenabijeni do trenutka 
i u kojem se zatvara sklopka S: S kolikom se vremenskom konstantom odvija 
prijelazna pojava u krugu? Skicirajte funkciju av (2), naznačite na dijagramu 
njezine karakteristične vrijednosti i objasnite fizikalni smisao takve promjene 
napona. ' 


A 


SI. 2.149. 


2.150. Skicirajte vremenske promjene potencijala točaka A i B iz mreže prema 
sl. 2.150. u kojoj se sklopka S periodički otvara i zatvara, ostajući u svakom stanju 
dovoljno dugo da bi: prijelazna pojava mogla biti okončana, 
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2.151. Nakon zatvaranja sklopke S sa sl. 2.151. prazan kondenzator C nabijat će 
t ' ; 
se strujom 1 (=žeč. Izračunajte koliku energiju daje izvor strujnom krugu 


u vremenu od £==0 do =o0 i koliki se njezin dio pretvara u toplinu na otporu 
R. Što se događa s razlikom tih: dviju energija? : 


* S1 2.151. 


2.3. ENERGIJA ELEKTROSTATSKOG POLJA 


Koristeći se postupkom. iz prethodnog zadatka, za energiju nabijenog konden- 
zatora dobivamo izraz: ' ' na 


1 
Wa C * UŽ. 


Promatrajući homogeno polje pločastog kondenzatora, u kojem je ona ravnomjerno 
raspoređena po čitavom volumenu V=S +d ispunjenom jednim dielektrikom 
te uzimajući u obzir činjenicu da je U=E - d, moći ćemo izraziti prostornu gustoću 
energije sw kao: ; 


Ova relacija, dobivena za homogeno polje, vrijedit će i za diferencijal volumena 
nehomogenog polja: 


pa ćemo u tom slučaju ukupnu energiju u volumenu V izračunati preko: 


WPa= |u-dp- | dV. 


V 
2.152. Dvoslojni pločasti kondenzator sa sl. 2.152. priključen je na napon 
U=2 KV. Ako su d,=1 mm, 4=2.mm, &ry=6, €rj==4 i S==160 cm*, nađite iznose 
clektričnih energija u dielektricima €, i €, i ukupnu energiju kondenzatora. 
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LIJ FTI 


SI. 2.152. 


Rješenje 


Označimo li sa W, i W, električne energije u volumenima V,=S di V,=S > d,, 
moći ćemo pisati: | 


Wi=—-:815-4, 
1 
Ba &" Ež S da. 


Kako je zbog E, + di+E, > da=U i uz €, Bye, > Ep: 


Rem Pp 
€ :dot+e di 
DEL ZbE 
€ dot di 
izlazi: 
2 
AMP EEE | «OMER SR 
2 (&1 +: da-He2 + di)? 
žu 
mole Le. gig slča We 
2 (€1 da-+€z di)? 
WeM+Mm=— US 425,3 u We. 


2(€1 > da+ez > do) 


Do istog smo rezultata mogli doći promatranjem serijskog spoja kondenzatora 


Ss 
Ci=E == Co=e, osessi 
1 CP 
2 
W=. jb. E dizi SR NE. enja 
2 2 2 (er: do-+bez : dii 
2. IJe 
i M=lGU=boB8=la g EE I, da 
2 2 2 . (Er:da-He2 * di)? 
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w=161 a, lp_ &-8-U?.S 


2 O+Q  2(u-debe di) 


2.153. Metaina kugla polumjera R=10 cm nabijena je nabojem Q=10-7As i 
nalazi se u zraku, daleko od svih drugih predmeta. U kojem će dijelu prostora, 
mjerenom od površine kugle, biti 90% energije njezina elektrostatskog polja? 
Kolika je ukupna energija polja? 


. = 


SI. 2.158. 


Rješenje 


Kada radimo s poljem nabijene kugle, najzgodnije je za element volumena dV 
uzeti dio prostora između dviju koncentričnih kugli polumjera r i r-+dr sa sl. 
2.153. "Tada je: ' 


dV=4rr dr, 
pa diferencijal energije u njemu iznosi: 
1. .Q 
dWa=udV=—e.E2.dV=——— 5 dr, 
2 8. .&r2 


U volumenu V od r=R do r=7, energija elektrostatskog polja bit će: 


LI 
2 2 : 
W= [ava= E ge Poena 
V 


BT Eo + 1? 8rće (Ro 
R 
Uz rg=00 dobit ćemo ukupnu energiju u čitavom prostoru od r=R do r=00: 


Q* 
WVux=———=4,5.10-+ Ws. 
KILE) 


Računajući s kapacitetom kugle prema beskonačnosti, dobili bismo identičan re- 
zultat: ' 


Uz W.;==0,9 Wuz, nalazimo: 


t,=10R=1m. 


249 


Dakle 90% energije elektrostatskog polja nabijene kugle nalazi se u području 
od r=R do r=10R. 
> 2.154. Koliku ukupnu energiju daje izvor napona U==400 V prilikom nabijanja 


7) +dvoslojnog kondenzatora sa sl. 2.154. spojenog na izvor preko proizvoljnog otpora 
“ Rako je d=17,7mm, &1==6, €r=2,2, Sr==30 cm2 i S,==50 cm2? 


2.155. Između dviju paralelnih ploča površine S =400 cm?, međusobno razmaknu- 
tih Smm i priključenih na izvor napona U==2 kV, nalazi se zrak. Kolikom se 
silom ploče privlače? 


S 


SI. 2.154. 


2.156. Koaksijalni kabel s vodičima polumjera R,=13mm i R=4,75mm i 
polietilenskom izolacijom (er==2,3) priključen je na napon U=1 KV. U kojem će 
dijelu izolatora, mjerenom od površine unutarnjeg vodiča prema vanjskom, biti 
nagomilana polovica energije elektrostatskog polja (po metru dužine kabela)? 
Koliko je energije nakupljeno u svakom metru kabela? 


., 2.157. Izračunajte polumjer R, u dvoslojnom cilindričnom kondenzatoru prema 
;72 sl. 2.157, kod kojeg je R;==0,8 cm i R,==2,4 cm, ako su u jedinici dužine dielektrika 
“ €1=3 i er2=1,2 nakupljene iste količine električne energije. 


1 


SI. 2.157. SI. 2.158. 


2.158. Dvoslojni cilindrični kondenzator prema sl. 2.158. ispunjen je tekućim 
dielektrikom sa er=2,4 do visine h,=30 cm i priključen na napon U,==380 V. 
Na koji iznos U, treba smanjiti napon na kondenzatoru želimo. li, nalivši dodatnih 
10 cm dielektrika, njegovu energiju zadržati nepromijenjenom? Ukupna dužina 
kondenzatora iznosi /==44 cm, 
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4 
; 
1 
1 


2.159. Kondenzator C sa sl. 2.159, nabijen je na početni na = 

đ .159, pon U,==60 V nazna- 
čenog polariteta. U trenutku t==0 on se preko otpora R i sklopke S priključuje na 
napon U==120 V, pa se, nakon završene prijelazne pojave, na njemu javlja konačan 


napon U. U kakvom su odnosu ukupna promjena energije kondenzatora 
i ukupan rad Ag na otporu R? . ik 


R 
Ć S 
U| + ' + 
I Cc I U, C, Je m T C 
S1. 2.159. S1. 2.160. 


2.160. Na kondenzator C,=4 uF, nabijen na napon Ujg==30 V, spaja se, kao što 
je pokazano slikom 2.160, prazan kondenzator C==12 uF preko otpora R. Odredite 
energiju koja se prilikom nabijanja C, pretvara u toplinu na otporu R. 


160 'U kombinaciji prema sl. 2.161. naponi i energije na kondenzatorima C, 


js za stoje u odnosima U,:U,=2 i W,:W,=8. Ako je C,=10 HF, koliki su C, 
1 8: : : 


Cc 
: S ' 
u|+ ; CG=C 
e . U|+ 
C2 C m Cc 
C2 


SI. 2.161. Si. 2.162. 


2.162. U mreži prema sl. 2.162. nalazi se kondenzator varijabilnog kapaciteta Cu. 
Kolika će biti procentualna promjena energije na C,==C ako kondenzatoru Ca 
promijenimo kapacitet s iznosa C,=C na C,=2C? 


2.163. Između dviju suprotno nabijenih elektroda proizvoljnog oblika vlada napon 
U=110 V. Povećamo li naboj.na svakoj elektrodi za iznos 1AQ[==0,6 uAs (na 
pozitivnoj je elektrođi AQ >0, a na negativnoj AQ<0), napon između njih porast će 
na 130 V, Što se pri tome događa s energijom elektrostatskog polja? 
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LILI E 


1 


LI, 


Keča. CE Or tr Ear. Gare. 


3. Magnetizam 


Niz problema elektrotehnike vezanih za konverziju i transport energije, odnosno 
obradu i prijenos informacije, može se riješiti jedino poznavanjem pojava u mag- 
netskim poljima. Pri tome se najčešće susrećemo sa zadacima u okviru kojih je 
potrebno definirati ili sile u magnetskom polju, ili elektromagnetsku indukciju. 
"Temelj za njihovo rješavanje daju nam zakoni Lorenza i Faradayja: 


LOČENIOOJE KA F=Q :(E+vxB) 


pri čemu je potrebno dobro poznavati fizikalne zakonitosti koje vladaju u magnet- 
skim poljima. ia 


Usmjerivši tako pozornost čitatelja na dva ključna problema u magnetskim poljima, 
smatramo da je potrebno već na samom početku riaglasiti: 


1. Magnetska polja uvijek su uzrokovana električnim strujama; magnetski naboji 
ne postoje, pa su, prema tome, ona vrtložnog karaktera: 


$ B.n-dS=0, 


2: Povezanost magnetskog polja s električnom strujom koja ga uzrokuje dana je 
zakonom protjecanja : ' 


fitd7-x1 


3. Utjecaj materije na magnetsko polje opisan je ovom relacijom: 


> 


B=u +H. 


U nastavku ćemo uvodnim primjerima, rješavajući konkretne zadatke, podrobnije 
ilustrirati čitatelju poznatu teoriju magnetskih polja. 
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3.1. UVODNI PRIMJERI 


8.1. U prostor, u kojem u svakoj točki djeluju iste i vremenski konstantne elektro- 
magnetske sile, ubačen je brzinom v pozitivni električni naboj Q. Naboj se kroz 


-+ 
prostor kreće početnom brzinom v, konstantnom i po smjeru i po veličini, premda 
je poznato da na njega djeluje sila električnog polja smjera okomitog na smjer 
njegova kretanja (sl. 3.1a). Kako glasi izraz za ukupnu situ na naboj u prostoru 
u kojem osim električnog postoji i magnetsko polje sila? 


Q 
< 


a) 
Sl. 3.1. a, b 


Rješenje 


Sila na električni naboj u prostoru ne ovisi samo o mjestu na kojem se naboj u 
određenom trenutku nalazi nego i o tome kako se on u tom prostoru kreće. Svaka 
točka prostora karakterizirana je dvjema. vektorskim veličinama koje određuju 
silu na naboj. : 

Prva vektorska veličina jest električna sila koja ne. ovisi o brzini naboja. Ova kom- 


ponenta rezultirajuće sile na naboj opisana je električnim poljem E: 
F.=0 ka E. 
Ona postoji i onda kada naboj u prostoru miruje: 


Osim nje postoji i druga komponenta sile na naboj-magnetska sila, Magnetska 
sila ovisi o brzini kojom se naboj kreće kroz prostor. U bilo kojoj točki prostora 


i smjer i veličina ove sile ovise o kretanju naboja. Ova je sila u svakom trenutku, . 


. e. . . . . mj: . . 
u svakoj točki prostora, okomita na ravninu koju zatvara vektor brzine v s jednim 
određenim smjerom u prostoru. Isto tako je i veličina magnetske sile proporcionalna 


komponenti brzine okomitoj na taj ,određeni smjer“, koji je definiran vektorom . 


magnetskog polja B. Uvođenjem vektora B te preko njega: novog polja sila — 
magnetskog polja — magnetska sila definirana je jednako dobro i po smjeru, i po 


veličini: X 

\ iso -GxB). 
Kako vidimo, magnetsko polje djeluje samo na naboje u kretanju i, za razliku od 
električnog polja, nastoji promijeniti samo smjer kretanja naboja, a ne i njegovu 
kinetičku energiju. 
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| : : M Bei 
Prema tome, \rezultirajuća sila. na naboj koji se.kroz. prostor kreće brzinom v dana 


Ko m 


je Lorenzovom relacijom: 
F=0 .(E+vxB) 
i posljedica je električnog i magnetskog polja. 


U ovom se primjeru smjer site elektičnog polja poklapa s vektorom E, dok magnetska 
sila mora biti u svakoj točki prostora jednaka električnoj sili, ali suprotnog smjera, 
kako bi naboj zadržao svoju početnu brzinu. Na osnovi definiranog smjera magnetske 
sile možemo zaključiti i o smjeru magnetskog polja (sl. 3.1b). : 


3.2. Na planparaleine ploče (sl. 3.2) koje se nalaze na udaljenosti Z narinut je 
napon U. U prostoru između ploča izgrađeno je homogeno magnetsko polje inđuk- 


cije B danog smjera. Uz uvjet da je staza po kojoj se između ploča kreće elektron 


brzinom v paralelna s pločama, odredite polaritet priključenog napona te iznos 
vektora magnetske indukcije. 


Zadano je: U=10kV, iI=10 cm, v=105 


m 
sek 


$1.3.2. 
Rješenje 
U prostoru između ploča izgrađeno je električno i magnetsko polje, tako da je sila 
koja djeluje na-elektron dana relacijomi: ; i 
F=-—g:(E+vxB) 
Sila električnog polja: 
Fe= —qT kg E : : 
u općem slučaju mijenja i smjer i veličinu brzine nabijene čestice. Međutim, kako 
je u našem primjeru riječ o homogenom električnom polju veličine: 


E=- 
l 


i okomitom na smjer kretanja elektrona, električna sila Fe nastoji promijeniti samo 
smjer kretanja naboja. S druge strane, na elektron djeluje sila magnetskog polja: 


Fn= —d* (vxB), 
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| 


ka 
Ca)Fi=0, 0: B 


koja je dana vektorskim produktom te je, prema tome, uvijek okomita na ravninu 
+ > 
definiranu vektorima v i B. 


—_+ B > 
Da li magnetska sila F,g mijenja veličinu, odnosno smjer vektora brzine v kojom se 


, naboj kreće u magnetskom polju? Kako je sila Fn uvijek okomita na vektor brzine 


Es 
čestice v, ona nikada ne mijenja njegovu veličinu, ali utječe na smjer kretanja 


> > 
čestice. U ovom primjeru su i vektori v i B međusobno okomiti, tako da veličina 
sila iznosi: : 

Fnm= —q V B. 


- Ona nastoji saviti stazu elektrona prema donjoj ploči. 


Iz zahtjeva da je staza po kojoj se kreće elektron usporedna s pločama proizlazi 
da Lorenzova sila mora biti jednaka nuli, odnosno da se sile električnog i magnet- 
skog polja moraju međusobno poništavati: 


Ta * E-+g ' (vxB)=0. 


>> 

Kako je sila magnetskog polja okomita na ravninu vektora v i B i nastoji saviti 
stazu negativnog elektrona prema donjoj ploči, gornja ploča mora biti na višem 
potencijalu, kako bi sila električnog polja bila suprotna smjera. Tako smo postigli 
uvjet da je: : 


sna r,=(0 
odnosno: X 
—E +v -B=0. 


Relacija koja povezuje brzinu elektrona v, jakost električnog polja E i indukciju 
magnetskog polja B uz navedene uvjete glasi: 
E 
v=-— 


B 


Uz poznatu brzinu s kojom je elektron ubačen u prostor između ploča te defini- 
ranu jakost električkog polja, veličina vektora magnetske indukcije iznosi: 


B=1T. 


3.3. Pozitivni naboji Q,, Q, i Q, ubačeni su u homogeno magnetsko polje induk- 


.. e . KA S . ra . . . 
cije B s naznačenim brzinama v,, vo i Va. Magnetske sile na naboje iznose: 


e 
F,=0 pru 
F=Q:V% %cos B/B g 
b) Fi=0 Ne a. 
F,=Q'V0%':B u. Pana 
F,=Q, : 03 > sin B- = : 
no PA SI. 3.8. B 
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c) Fi=Q,'v *+B 
F,=0 
F,=Q, *Va' sin R.B. 
3.4. Ravni dugi vodič kroz koji teče struja / nalazi se u homogenom magnetskom 


polju indukcije B. Vodič zatvara sa silnicama magnetskog polja kut «. Odredite 
magnetsku silu po metru dužine vodiča. 


Zadano je: I=10A, B=1,5T, a=30". 


SI. 3.4. 


Rješenje 
Magnetska sila na naboj u gibanju dana je relacijom: 
F=0 -«xB) 


Međutim, kako u ovom primjeru promatramo magnetsku silu na vodič kojim teče : 
struja, potrebno je razmotriti slijedeće: 


> 
Neka je 1 vektor usmjeren duž osi vodiča u smjeru struje I veličine / jednake dužini 
odsječka vodiča. U volumenu vodiča dužine / neka je akumuliran naboj O koji 


se kreće u smjeru osi brzinom v. Ako naboj O prijeđe put Z u vremenu 2, onda 
je njegova brzina određena s: 


-_1 
v=—, 
' t 
a struja kroz vodič relacijom:: fo) 
I==. 
t 
Prema tome, uz: pa 
+ 1 > 
Došo se ne) l 
t ta 


3 


izraz koji određuje magnetsku silu na vodič glasi:. 
—TF=I:(IxB). 


T —_ 


sile izraziti relacijom: 


\ Kada je vektor magnetske indukcije okomit.na.vodičj možemo veličinu magnetske 


F=I-1.B, 


17 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 
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pri čemu je njezin smjer okomit na ravninu koja prolazi kroz os vodiča u smjeru 
silnica polja. 


U ovom je primjeru iznos magnetske sile određen s: 
F=I-:1:B sina, 
jer se vektori li B nalaze međusobno pod kutom a. Prema tome, veličina magnetske 
sile iznosi: 
F=10 +1 -:1,5 :0,5=7,5N, 
a njezin smjer prikazan je na slici. 


Navedena razmatranja vrijede samo za slučaj homogenih polja, tj. kada su zami- 


šljene linije definiranog smjera nazvane silnicama, koje stvaraju predodžbu o polju , 


i o silama polja, paralelne i ekvidistantne. Isto tako je magnetska indukcija na mjestu 


na kojem se nalazi vodič na neki način tamo stvorena, ali nije ona koju stvara sam 
vodič. 


3.5. Slikama .3.5a) i 3.5b) ilustrirana su dva eksperimenta. U prvom slučaju pri- 
kažan je jednostavan strujni so u kojem je električni izvor priključen preko 
sklopke S i voda na potrošač R . Nakon toga dan je primjer iz elektrostatike: 


S 


Sl. 3.5. a 


u blizini nabijene vodljive kugle nalazi se nenabijena kugla koja je s vodičem, 
preko sklopke S, spojena sa zemljom. Koristeći se manifestacijama sila magnetskog 
polja, promatramo stanje u točki A nakon zatvaranja sklopke S. U kojem će slučaju 
zatvaranje sklopke S imati za posljedicu novonastalo magnetsko polje u točki A? 


Sl. 3.5. b 


Rješenje 


Vodič kroz koji protječe struja nalazi se u magnetskom polju pod djelovanjem sila. 
Da li vrijedi i obrat, tj. da li vodič kroz koji teče struja izgrađuje u svojem okolišu 
magnetsko polje? Dali se u točki A na sl. 3. 5a), nakon zatvaranja sklopke S, stvara, 


novo magnetsko polje?) 
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Pretpostavimo da smo u točku A stavili magnetsku iglu. Kada je sklopka S otvorena, 
položaj igle ovist će o zemljinom magnetskom polju. Ako sada zatvorimo sklopku, 
kroz vodove električnog kruga poteći će struja: 
> 
R+R 


\ Opažamo otklon magnetske igle izazvan | određenim novim silama koje su nastale 


u prostoru oko vodiča Kroz koji teče struja 7. Očito je da su te sile u tijesnoj vezi 
sa strujom I, jer ponovnim otvaranjem sklopke igla zauzima stari položaj diktiran 
Zemljinim magnetizmom. 

Pokus možemo ponoviti ovako: ako u točku A u blizini vodiča kroz koji teče struja 
I stavimo paralelno drugi vodič kroz koji teče neka struja I', onda ćemo u ovisnosti 
o smjeru struje I opaziti sile privlačenja, odnosno odbijanja, između tih dvaju 
vodiča. Otvaranjem sklopke S te sile nestaju. 


Prema tome, vodič kroz koji teče elekrrična struja stvara u svojoj okolini polje 
sila, nazvano magnetskim poljem. 

Promotrimo sada dvije izolirane vodljive kugle koje se nalaze u praznom prostori. 

U blizini nabijene kugle nalazi se nenabijena kugla, na kojoj je influencijom došlo 
do razdvajanja naboja. U okolnom prostoru postoji elektrostatsko polje izazvano 
nabijenom kuglom. Ako u točku A stavimo magnetsku iglu (ili vodič kroz koji teče 
neka struja 7"), ne opažamo sile, odnosno položaj magnetske igle diktira zemljin 
magnetizam. Međutim, u trenutku zatvaranja sklopke S dolazi do nabijanja nena- 
bijene kugle negativnim nabojem, koji je posljedica toka elektrona iz zemlje i 
djelomičnog poništavanja pozitivnog naboja, 

U točki A trenutno se stvara magnetsko polje. To zaključujemo po prisutnosti sila. 

Uspostavljanjem elektrostatske ravnoteže, struja vrlo brzo prestaje teći, a samim 
tim nestaju i magnetske sile, Magnetsko polje uvijek je posljedica kretanja elektri- 


čnog naboja. 
ka e sja SE 


a) b) 
Sl. 3.6. a, b 
3.6. Ako ste prihvatili tvrdnju da su magnetska polja uvijek posljedica kretanja 
električnog naboja, kako ćete protumačiti ponašanje magneta? Koji se od dvaju 
prikaza magnetskog polja magneta uklapa u prihvaćene postavke? 


Rješenje 
Na sl. 3.6 "prikazan je magnet, sile: ijo su nam poznate iz iskustva, tako da znamo 


da postoji magnetsko polje u njegovu okolišu. Sa ,N“ je označen onaj kraj magneta 
iz kojeg ,izlaze silnice“, a sa ,,S“ pol u koji ,silnice ulaze“, kao što je uobičajeno. 


17" 359 


nE 


Na si. 3.6a) prikazano magnetsko polje jest posljedica magnetskih naboja, uvedenih 
po analogiji s električnim nabojem; nekada su se njima tumačile magnetske pojave. 
Ovakvo tumačenje dovelo bi nas do magnetskih polja s izvorima i ponorima, jer 
bi silnice. ,izvirale“ na pozitivnim magnetskim nabojima, a ,ponirale“ na nega- 
. tivnima. 

Na sl. 3.6b) magnetsko polje magneta očito je uzrokovano ,nečim drugim“. To 
drugo jesu elementarne struje u materiji magneta, na primjer kretanje elektrona 
oko vlastite osi (spin). Dakle, ponovno se susrećemo s kretanjem električnog naboja. 
Posljedica ovih elementarnih struja te njihove određene orijentacije u prostoru 
materije jest magnetsko polje u okolišu magneta. : 


Prema tome, magnetsko polje. doista je uvijek posljedica električnog naboja u 
kretanju, odnosno električne struje. 


3.7. Na slici 3.7. silnicama (linijama magnetske indukcije) prikazana su četiri 
različita polja sila. Ilustracija magnetskog polja dana je na slici: 


\a)a 
b) b 
c) c 
d) d. 
a) 
5 N 
c) d) 
SL 3.7. a,b,c, d 
Rješenje 


Silnice magnetskog polja, tj. linije magnetske indukcije, jesu u sebe zatvorene 
linije bez početka i kraja pa je, prema tome, slika koja ilustrira magnetsko polje 
sila prikazana \pod a. 

Na sl. 3.72) nacrtani su i smjerovi silnica. Što određuje smjer magnetskih silnica? 


Smjer magnetskih silnica, katkada nazivanih B-linijama, definiran je smjerom 
električne struje koja izgrađuje promatrano magnetsko polje. Smjer silnica (smjer 
vektora magnetske indukcije) povezan je sa smjerom električne struje pravilom 
desnog vijka. Prema tome, magnetsko polje na sl. 3.7a) posljedica je električne 
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struje u vodiču koji se nalazi u središtu slike. Oko vodiča silnice se šire kao kon- 
centrični krugovi, a kroz vodič teče struja usmjerena iz ravnine crtnje. 


Na slikama 3.7b) i 3.7d) prikazana su elektrostatska polja, a na sl. 3.7c) dano je 
polje magneta. Nacrtane silnice nisu u sebe zatvorene linije smjer kojih se konti- 
nuirano mijenja. Prikazano magnetsko polje temelji se na magnetskim nabojima, 
dakle na koncepciji koja je u kontradikciji s temeljnim načelom o neprekinutosti 
magnetskih silnica, s vrtložnim karakterom magnetskog polja. 


3.8. U blizini ravnog dugog vodiča kroz koji teče struja 7 nalazi se vodljiva kugla 
radijusa R. Tok vektora magnetske indukcije kroz zatvorenu plohu S jest: 


M B.n-dS=0. a 
S 


Stoga: 

a) ploha S nalazi se u vodljivoj kugli 

b) ploba S nije obuhvatila struju I 
6) silnice magnetskog polja su u sebe zatvorene linije. 


SI. 3.8. 


3.9. Vektor magnetske indukcije B nekog magnetskog polja mijenja se po zakonu: 
> > > .xŽ. > 
Boo[2.+.9.TM.243-2225), 

B 

gdje je CG dimenzijska konstanta. Odredite magnetski tok vektora magnetsk 

indukcije kroz plohu prikazanu slikom 3.9b). ik 

Rješenje 

Magnetski tok $ po definiciji je normalna komponenta vektora magnetske induk- 

cije B, integrirana po površini S. Prema tome, tok vektora magnetske indukcije | 


kroz neku površinu S nazivamo magnetskim tokom: 


della as 


s 


Potrebno je još jednom naglasiti činjenicu da je tok vektora magnetske indukcije 
kroz u sebe zatvorenu površinu, zbog vrtložnog karaktera magnetskog polja, jednak 
nuli. - 


Ako je zadan zakon po kojem se mijenja magnetska indukcija B, kako biste odredili 
ukupni magnetski tok & koji prolazi kroz neku površinu S u tom prostoru? 
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SI. 3.9. a, b 


Postupak kojim se služimo pri rješavanju ovako definiranih problema jest slije- 
deći: 


1. Čitavu površinu S dijelimo na elemente površine dS, što je prikazano na slici 
3.9). 


2. Za svaki dS nalazimo pripadni Bi njegovu normalnu komponentu Bau smjeru 
normale n elementa površine. 
3. Kako su elementi dS dovoljno male površine, oni zadovoljavaju uvjet da je 


vektor magnetske indukcije Bu svim točkama elementa dS jednak i po smjeru 
i po veličini, tj. da je magnetsko polje homogeno. Uz taj uvjet možemo pisati da 
je magnetski tok kroz element površine određen s: 

d&=B.n-dS=B, dg. 


4. Zbrojimo sve elementarne magnetske tokove i dobit ćemo ukupan magnetski 
tok $ kroz promatranu površinu: 


d= lj d&= NE .n:dS. 


Primijenimo izneseni postupak na postavljeni zadatak. 
Kako je površina S=a? paralelna s ravninom xz koordinatnog sustava, svi elementi 
površine: 

dS=dx + dz 
orijentirani su u smjeru normale: 

n=0-:i+1:34+0-k. 

Normaine komponente vektora magnetske indukcije kroz sve SJEMENKE površine 
jednake su i iznose: 

=B-.n=4.C zx. 
Elementarni magnetski tok iznosi: ' 


dO=B, dS=4:C zx +dz ide, 
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a ukupni magnetski tok, prema tome, iznosi: 


Ruj : : a a 
9- [| .n+dS=4-.C [a . de | sdem40 2 e 
Ć 
Korisno je podsjetiti čitatelja na činjenicu da je magnetski tok  skalarna veličina, 


za razliku od vektora B, te kao takva omogućuje u nizu problema iz područja mag- 
netizma brže i jednostavnije dobivanje rezultata. 


3.10. Magnetsko polje kroz neki materijal prikazano je silnicama polja. Kako će 
se kvalitativno mijenjati B i $ u naznačenom smjeru x, uz pretpostavku da sve 
silnice magnetskog polja prolaze kroz promatrane presjeke zadanog materijala? 


Vrdeeasučka 


SI. 3.10. a, b 


Rješenje ' 

Vektor magnetske indukcije B definiran je silom u magnetskom polju kao određena 
dimenzijska konstanta proporcionalnosti između Q .Y, odnosno I -I kao uzroka 
iEn kao posljedice. On svojim smjerom određuje smjer sile, a veličinom njezinu 


veličinu. Smjer indukcije B ilustrativno je prikazan silnicama, gustoća kojih u 
pojedinim dijelovima polja ujedno daje informaciju o veličini indukcije. Prema 
tome, promjena magnetske indukcije po veličini ima za posljedicu promjenu gu- 
stoće magnetskih silnica (sl. 3.106). 

Zbog vrtložnog karaktera magnetskog polja silnice su u sebe zatvorene linije, te 
je njihov broj duž magnetskih staza različitih površina presjeka konstantan. S 
druge strane, magnetski tek _&? je u homogenom polju definiran produktom B * S. 
Porastom površine indukcija se smanjuje, ali produkt ostaje konstantan. Magnetski 
tok je konstantan duž staze različitih površina presjeka materijala u kojem postoji 
magnetsko polje (sl. 3.106). 


3.11. U homogenom magnetskom polju indukcije B nalazi se pravokutni okvir 

vodljivosti %, kroz koji teče struja 1. Okvir se nalazi u ravnini crtnje, i njegove stra- 

nice ab i cd paralelne su sa silnicama polja. Sile magnetskog polja nastoje okvir: 
poka: 

a) translatirati u smjeru indukcije B 
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m 


b) zarotirati oko osi 0—0' 


+ 
c) translatirati u smjeru okomitom na smjer indukcije B 
d) zarotirati oko osi A—A'. 


SI. 3.11. a, b 
Rješenje 


Na pravokutni okvir, koji se nalazi u homogenom magnetskom polju, djeluju 
magnetske sile dane relacijom: 
F=I.(1xB). 


Potrebno je zaključiti kakvo gibanje vrši okvir pod djelovanjem sila polja, uz pretpo- 
stavku da se može slobodno pokretati. Da dođemo do tog zaključka, promotrimo 
djelovanje sila na pojedine stranice okvira. Ako u mislima razdijelimo okvir na 
pojedine stranice, svest ćemo problem na ravni vodič u homogenom magnetskom 
polju, što je i učinjeno na sl. 3.11b). 


Fao=I > lao * B +sin0%=0. 


Prema tome, na vodič koji je paralelan sa silnicama polje ne djeluje magnetskom 
silom. za 


2. Sila na vodič bc određeno je s: 

Foe=I be: B sin 90=/1-k4,:B 
i usmjerena iz ravnine crtnje. 
3. Na stranicu cđ magnetsko polje također ne djeluje silom, jer je: 

Fea=I: loa: B sin 1800. 

4. Na stranicu da magnetsko polje djeluje silom: 

Faa==] + aa: B sin 90%=I :las 8B, 
usmjerenom u ravninu crtnje. Pri tome je: | 

FLSF,=F ; 


Odnosno, sile na stranice bc i đa istoga su iznosa i suprotnog smjera. 
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Na osnovi provedene analize možemo zaključiti da se uslijed djelovanja sila mag- 
netskog polja okvir nastoji zaokrenuti oko osi AA'. Drugim riječima, na okvir, 
koji se nalazi u ravnini crtnje (sl. 3.11), djeluje magnetsko polje momentom veli- 
čine: 


M=F .x=I:S-B, 
gdje je x dužina. stranica cd i ab, a S površina okvira. 
U općem slučaju, kada okvir svojom površinom, odnosno normalom n površine 


pa 
okvira S, zatvara s vektorom B kut «, veličina magnetskog momenta dana je re- 
lacijom : 


M=I-S+B oda. 


Zbog djelovanja magnetskih sila vanjskog magnetskog polja, vodljivi okvir, kroz 
koji teče struja I, postavlja se tako da kroz okvir prolazi maksimalni magnetski 
tok jednak zbroju obuhvaćenog toka vanjskog homogenog polja i vlastitog magnet- 
skog toka struje okvira. Jednako kao što tumačimo zbivanja u poljima električnih 
struja vodljivih kontura, tumačimo i zbivanja u mikrosvijetu materije, gdje tako- 
đer postoje elementarne strujne petlje i njihovi ekvivalentni magnetski momenti. 


3.12. U homogeno magnetsko polje postavljen je bakreni prsten tako da je svojom 
površinom okomit na smjer polja (sl. 3.12a). Veličina indukcije magnetskog polja 
mijenja se s vremenom. Prisutnost prstena u magnetskom polju djeluje na magnetski 
tok kroz prsten tako da je on: 
a) smanjen 

b) ostao isti 

Cc) povećan. 


&% 


trdt, $,2 


Kada se magnetski tok _ 7, koji prolazi kroz neku površinu S ograničenu nekom 
konturom ?, mijenja s vremenom, u toj konturi, inducira se napon jednak, uz nega- 
tivni predznak, brzini promjene magnetskog toka: 


de 


\ e=—— 


7 


i OEIEDNI 
Ka \ la 
< tat +48 


CJ 


SL 3.12. a, b, c 


Rješenje 
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Podsjećamo čitatelja na činjenicu da je inducirani napon posljedica električnog 
polja ' 


od > 
m +dl, 
tz 


koje je nastalo vremenskom promjenom magnetskog polja i koje se razlikuje od 
elektrostatskog polja opisanog relacijom: 


jE -dl=0. 


Isto tako, inducirano električno polje nije uvjetovano prisutnošću vodljivih maa 
ono može postojati u slobodnom prostoru, pri čemu je uvijek linijski integr 


jakosti električnog polja E po zatvorenoj mirnoj imaginarnoj stazi prostora / jednak 


brzini promjene toka magnetske indukcije B kroz površinu S koju ta linija obu- 
hvaća. : . 

U ovom primjeru kontura / poklapa se s tankim. vodljivim prstenom, u kojem se, 
prema tome, inducira napon: 


Posljedica induciranog napona jest inducirana električna struja koja teče kroz 
prsten određenog omskog otpora R: 


i=—. 


Inducirana struja ima takav .smjer (sl. 3.12b) da se svojim vlastitim gne 
poljem suprotstavlja promjenama vanjskog magnetskog polja (Lenzov za Kon). 
Ona će se to uspješnije suprotstavljati promjenama vanjskog polja što je prsten 
manjeg omskog otpora. : ' . ' 

Prema tome, kroz prsten prolazi vanjsko magnetsko polje i magnetsko. polje struje 
prstena, a kako su ova polja suprotna, : rezultirajući magnetski tok u prstenu je 
smanjen. S druge druge strane, u okolici prstena magnetski tok prvotno zadanog 
polja i magnetski tok polja inducirane struje se zbrajaju (sl. 3.12€)., 


C( 3.13. U) homogenom magnetskom polju nalazi se vodljiva petlja, formirana tako 
“da su površine kojima dijelovi petlje obuhvaćaju magnetske silnice jednake. Kana 
petlje okomita je na smjer polja. Ako magnetska indukcija raste s vremenom, kako 
se mijenja struja inducirana u petlji? 


a) Raste s vremenom m E o 
b) Pada s vremenom * . 
c) Inducirana struja je konstantna i različita od nule_ x di , 
d) Inducirana struja petlje jednaka je nuli. sio LE 
SI. 3.13. 
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3.14. Koja krivulja na nacrtanom dijagramu kvalitativno odgovara onoj vremenskoj 


a 
promjeni indukcije B homogenog magnetskog polja uz koju imamo u petlji vod- 
ljivosti x konstantnu struju danog smjera? Petija miruje u magnetskom polju. 


a) A | | B 
b) B 
c) C 
d) D 
e) H 
l 
| t 
a O : 


o) b) 
SI. 3.14. a, b 


3.15. Kratki vodič omskog otpora Rg==0,5 £ kreće se uslijed djelovanja mehaničke 
silc po metalnim tračnicama razmaknutim Z=1m konstantnom brzinom v= 
:+ 25 mj/sek. Ravni vodič, tračnice i potrošač Ry»==2 f£2 dijelovi su zatvorene vodljive 
konture koja se nalazi u homogenom magnetskom polju indukcije B=1 T. 


Odredite: 
4) mehaničku energiju koja se troši na gibanje vodiča 
b) snagu koja se razvija na potrošaču. 


SI. 3.15. 


Rješenje 


Ravni vodič kreće se brzinom v u magnetskom polju indukcije B, pa se, prema 
tome, i slobodni električni naboj vodiča kreće istom brzinom kroz polje. Poslje- 
dica kretanja električnog naboja Q u magnetskom polju jest sila na naboj: 


F=0 -(vxB), 
pod djelovanjem koje dolazi do pomaka pokretnog negativnog naboja u smjeru 


tangencijalnom na vodič. Veličina sile na jedinični naboj iznosi uz zadanu geo- 
metriju sistema: 


F=v.B 
i konstantna je duž vodiča, a jednaka nuli u ostalim dijelovima konture. 
Narušavanjem nabojske ravnoteže izgrađuje se u. vodiču električno polje: 


> > 


E=vxB 
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veličine: 
E=v-:B 
koje, djelujući silom na naboje, drži ravnotežu sili magnetskog polja. Vanjska mani- 
festacija električnog polja u vodiču dužine /, koji se kreće u magnetskom polju, 
jest inducirani napon: ' 
e=E-l=B-:1-.v. 


Prema tome, u vodičima koji se kreću u magnetskom polju inducira se električno 
polje, odnosno na njihovim krajevima javlja se električni napon, 


U ovom primjeru inducirani napon iznosi: 
g=B-.1]-v=l-1-25=25V, 
a kako je vodič dio vodljive konture, u električnom se krugu javlja struja: 
e 25 
"RR, 2505 


Otpor tračnica i utjecaj inducirane električne struje na oblik magnetskog polja 
mogu se zanemariti. Pojavom električne struje u krugu, napon na krajevima vodiča 
više nije jednak induciranom naponu, nego je umanjen za pad napona na unutarnjem 
otporu Ag izvora električne energije: 

Uja=e—I-Rg==25—10 -0,5==20 V. 


S druge strane, pojavom električne struje u krugu javlja se magnetska sila: 


=10A. 


Fu=I (xB)=I-1.B=10-1-1=10N, 


tako da mehanička energija koja se troši na gibanje vodiča u magnetskom polju 
mora iznositi: . 


e Wnen=Pmen ' b 
gdje je: 
Pimeh =Fmeh +v=I.1 B,=10 +25=250 W. 
Potrošaču Ry je u vremenu t privedena električna energija: 
W=R, Iž i=U,B : I- t, 
odnosno na njemu se razvija snaga: 
Rp=UaAB :I=I?: Rp=200 W. 


i sada na osnovi načela o održanju energije razmotrimo bilancu snaga, vidimo 
a je: 


Pme=PR,+PR,=Pa, 


tj. privedena mehanička energija jednim se dijelom troši na zagrijavanje ,,gene- 


tora“, tj. vodiča u kretanju, a drugim — znatno većim — na toplinske gubitke u 
omskom potrošaču Ry. 


Ovim primjerom ilustriran je također električki izvor iz I poglavlja. Objašnjen 
je fizikalni smisao napona stezaljki : 


Un=E—I Ri. 
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Ujedno je kretanje naboja kroz izvor u smjeru suprotnom od smjera električnog 
polja dobilo svoje teorijsko objašnjenje. 


3.16. Na kratki ravni vodič dužine /, koji se nalazi u homogenom magnetskom polju 
te koji zajedno s tračnicama i izvorom električne energije izgrađuje električni krug, 
djeluje sila koja ga nastoji: 


a) pokrenuti udesno 
b) pokrenuti ulijevo 
c) na vodič ne djeluje sila. 


La 17. Vodljiva petlja oblika pravokutnog trokuta kteće se konstantnom brzinom 


v, paralelnom sa stranicom a pelje u homogenom magnetskom polju. Struja kroz 
petlju: 


a) teče u smjeru kazalike na satu xxx 

b) teče u smjeru suprotnom od kazaljke na satu 

c) jednaka je nuli. x» x x 
x x x x 


SL 817. Box A ik 


3.18.' Okrugla zavojnica, izvedena od dvaju zavoja tanke žice, rotira u 


rad Ga 
magnetskom polju konstantnom kutnom brzinom e==314-—. Os rotacije za- 


sek 
vojnice okomita je na vektor magnetske indukcije B==0,8 T. Površina zavojnice: 
iznosi S==90 cm?. Zavojnica je spojena preko kliznih kontakata s omskim potro- 
šačem Rp=10 2 (sl. 3.184). 


Nacrtajte krivulju promjene magnetskog toka kroz zavojnicu te krivulju inducira- 
nog napona u zavojnici u ovisnosti o položaju okvira u magnetskom polju, 


P=f(=? 
e=f(a)=2?. . 


gdje je a kut koji definira položaj okvira. Uz zanemarenja otpora zavojnice, odre- 
dite snagu koja se razvija na potrošaču. 


Sl. 3.18. a See 


a) 
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Rješenje 
Rotacijom zavojnice u magnetskom polju tok _& se kroz zavojnicu mijenja, što 
izaziva inducirani napon na njezinim krajevima. Položaj zavojnice u magnetskom 
polju definiran je kutom između vektora indukcije B i normale na površinu S za- 
vojnice. Maksimalni tok prolazi kroz zavojnicu kada je taj kut a==0: 

Pax =B * S=0,8 + 90 - 10-%==7,2 : 10% Vs. 
U općem je slučaju položaj zavojnice u magnetskom polju definiran s: 


a=0Q-t=3l4<, 
a magnetski tok kroz okvir: 


D=B > S > cos vot= D pax * COS oW£=7,2 + 10% cos 314 Vs, 
* Inducirani napon u jednom zavoju iznosi, prema tome: 


mi mE * S: cos 0). 
(der dr 


Kako i kroz jedan i kroz drugi zavoj prolazi u svakom trenutku isti magnetski tok 
i kako su oba zavoja jednakih površina S, ukupni inducirani napon na krajevima 


zavojnice iznosi: 
ene) + 7,2: 10-3 + 314 sin ot V 
("dr 
e==4,52 sin 314: V. 


Ako sada za razne položaje okvira u magnetskom polju provedemo redom gornji 
račun, dolazimo do podataka koji su prikazani tablicom: 


a=eot | COS tuž | sin wWt | Pb (Ys) e(V) 
i 
0 1 | 0 7,2 + 1073 0 
45“ 0,707 0,707 5,1 + 10-3 ,2 
90" 0 0 4,52 
135" — 0,707 0,707 —5,1 + 10-5 3,2 
180* —i 0 —7,2 + 10-39 0 
225 — 0,707 —0,707 —5,1 + 10-3 —3,2 
270“ 0 —1 0 —4,52 
315* 0,707 —0,707 5,1 + 10-3 —3,2 
360* 1 0 7,2 + 10-3 0 


Na temelju dobivenih podataka možemo nacrtati krivulju vremenske ovisnosti 
toka kroz zavojnicu te induciranog napona u zavojnici (sl. 3.18b). 

Zavojnica, koja zapravo predstavlja model generatora izmjeničnog napona, spojena 
je kliznim kontaktima preko dvaju vodiča s trošilom. Potrošač se nalazi izvan mag- 
netskog polja, odnosno oko njega se magnetsko polje ne mijenja s vremenom. 
Prema tome, kako je u potrošaču inducirano električno polje jednako nuli, poten- 
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SI. 3.18. b 


cijalna razlika između vodiča jednaka je induciranom naponu zavojnice. Uz zaneina- 
renje otpora vodiča i unutarnjeg otpora generatora, napon na potrošaču iznosi: 
u ()=B > S > o - sin o==4,52 sin 3141. 

Ovaj vremenski promjenljiv napon nazivamo izmjeničnim sinusoidnim naponom. 
Promotrimo malo podrobnije pojave koje se zbivaju u vodičima preko kojih je 
potrošač Ry spojen s generatorom i usporedimo ih s pojavama u elektrostatici. 
U primjeru 3.15. analizirali smo slučaj ravnog vodiča koji:se kretao u magnetskom 
polju. Zbog djelovanja magnetskih sila došlo je do pomaka električnog naboja u 
vodiču. Isto tako u zavojnici koja rotira u magnetskom polju dolazi do pomaka 
električnog naboja. Kako su vodiči galvanski spojeni sa zavojnicom, određeni iznos 
nuboja prelazi iz zavojnice na njih. Kada stvoreno električno polje između vodiča, 
ij. između ,,krajeva“ zavojnice, kompenzira djelovanje magnetskih sila u zavojnici- 
-generatoru, proces preraspodjele naboja između vodiča i generatora se zaustavlja!. 
Za razliku od elektrostatski nabijenih vodiča, ovaj se ekscesni naboj vodiča mijenja 
s vremenom, održavajući potencijalnu razliku U, : sin oz između vodiča. | 


Isto tako, za razliku od elektrostatike, kada ta dva vodiča spojimo preko omskog 
potrošača Ry, vodiči se ne izbijaju, nego se kontinuirano po zakonu sinusa nabijaju 
novim nabojem koji održava navedenu potencijalnu razliku. 


U električnom krugu (sl. 3.18c) teče izmjenična električna struja: 


i()===0452 sin 314: A. ite) 


u(t) 


SL 3.18, c 


1) Imajmo pri ovom razmatranju ponovno na umu da je samo negativan naboj (elektroni) pokretan, 
odnosno da se u određenom trenutku vodič nabija pozitivnim nabojem tako da predaje dio 
svog negativnog naboja zavojnici. 
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Valni oblik struje kroz omski potrošač Ry kvalitativno je istovjetan s valnim obli- 
kom induciranog napona na sl. 3.186). 


Prema tome, električna snaga koja se, uz navedena zanemarenja, razvija na potro- 
šaču dana je relacijom: 
pO=4(0D-::Q: 


2 (=2,04 sin? 314: W. 
3.19. Kroz potrošač na sl. 3.18a) struja teče u svakom vremenskom trenutku od 
kraja na višem prema kraju potrošača na nižem potencijalu, a kroz generator: 


a) također od višeg prema nižem potencijalu 
b) od nižeg prema višem potencijalu. 


i iznosi: 


3.20. Na generator sinusoidnog napona umjesto omskog potrošača priključen je 
kondenzator. Da li će uz kondenzator kao potrošač izvor izmjeničnog napona biti 
u ,praznom hodu“? 


Rješenje 


Kao što je već ilustrirano pitahjem 3.18, vodiči priključeni na generator električki 
se nabijaju nabojima jednake veličine i suprotnih predznaka. Međutim, i veličina 
i predznak naboja mijenja se s vremenom, što stvara izmjeničnu potencijalnu 
razliku između krajeva vodiča. Prema tome, kondenzator kapaciteta C također se 
nabija, odnosno izbija, u ritmu promjene potencijala na njegovim stezaljkama: 


- qel()=C u (1). 
Uz zanemarenje otpora u strujnom krugu, gornju relaciju možemo pisati u obliku: 


u(t =a [to dr, 


tj. napon izvora jednak je u svakom trenutku naponu na potrošaču. Kroz električni 
krug teče konačna izmjenična struja, koja se kroz kondenzator zatvara strujama 
pomaka. 


3.21. Na generator sinusoidnog napona umjesto omskog potrošača priključena 
je zavojnica. Omski otpor strujnog kruga je zanemariv. Da li će uz zavojnicu kao 
potrošač izvor izmjeničnog napona biti u ,kratkom spoju“? 


Sl. 3.21. a 
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Rješenje 


Ako bismo na postavljeno pitanje tražili odgovor na osnovi analogije s istosmjernim 
strujnim krugovima, došli bismo do zaključka da se generator, budući da je omski 
otpor u krugu zanemariv, nalazi u ,kratkom spoju“. Takvo rezoniranje bilo bi 
besmisleno, jer zanemaruje pojavu napona samoindukcije. 


Razmotrimo malo podrobnije zbivanja u električnom krugu kroz koji teče izmje- 
nična sinusoidna struja, tj. u krugu koji se nalazi u kvazistacionarnom stanju. U 
kvazistacionarnom stanju naponi i struje nisu konstantni u vremenu, ali se s od- 
ređenim vremenskim intervalom T (periodom) njihove momentalne vrijednosti 
ponavljaju. Polaritet izmjeničnog izvora napona mijenja se svakih T/2 sekundi 


(72) što je posljedica fizikalnih zbivanja u samom generatoru, vezanih uz 
Te 


rotaciju zavojnica u magnetskom polju kutnom brzinom &. Stoga električna struja 
teče kroz krug u toku jedne poluperiode (vremena definirana na sl. 3.21a) sa T,) u 
jednom, a u toku drugog poluperioda 7, u drugom smjeru. Uz to struja neprestano 
mijenja svoju momentalnu vrijednost po zakonu sinusa, Posljedica vremenski 


promjenljive struje kroz zavojnicu jest magnetsko polje zavojnice koje se također 
mijenja s vremenom. 


Si. 3.21. b. 


Pogledajmo sada što se događa u zavojnici u trenutku r,, kada je gornja stezaljka 
izvora na višem potencijalu od donje (sl. 3.21b). Kroz zavojnicu teče struja ž, u 
naznačenom smjeru. Ona u vremenskom intervalu dr, raste za iznos dz,. Posljedica 
struje kroz zavojnicu jest stvaranje magnetskog polja u zavojnici (orijentacije dane 
rotacijom desnog vijka u smjeru struje), a posljedica porasta struje #, za dt, jest 
porast toka &#, kroz zavojnicu za odgovarajući iznos dP,, Na krajevima zavojnice 
javlja se inducirani napon, smjer kojega je dan Lenzovim zakonom. Inducirani 
napon, uzrokovan porastom toka ?,, ima takav polaritet da želi vlastitom strujom 
f,» koja u krugu teče u suprotnom smjeru od struje £,, i njezinom promjenom dz; 
spriječiti porast magnetskog toka u zavojnici. Struja 1; stvara u zavojnici magnetsko 
polje suprotnog smjera, odnosno magnetski tok 1. 


Ukratko, uz već usvojene oznake, možemo napisati: 
Lt>b tani t>bit. 


Prema tome, zavojnica se ponaša kao izvor napona koji kroz ,vanjski“ krug tjera 
struju f, od stezaljke na višem prema stezaljci na nižem potencijalu. Kroz samu 


1) 4 raste, | pada, -> slijedi 
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zavojnicu — izvor, inducirana struja teče od stezaljke nižeg prema stezaljci višeg 
potencijala, o čemu je bilo riječi već u prvoj glavi. Navedena diskusija temelji se 
na principu superpozicije, u krugu teče u biti jedna struja. 

Ako sada magnetski tok zavojnice kao posljedicu i struju kroz zavojnicu kao uzrok 


povežemo relacijom : 
N+. P=L-i, 


gdje je L dimenzijska konstanta nazvana induktivitetom zavojnice, onda poznatu 
relaciju 


e= _1d9 
dz 
možemo pisati u obliku: 
: ; di .dL 
e=—L——-i-—. 
dr dr 


Kada je induktivitet L konstantan, kao što je to kod zavojnice bez feromagnetske 
jezgre, koju u ovom primjeru promatramo, gornja relacija glasi: 


Kako zbroj svih napona u krugu mora biti jednak zbroiu svih padova napona, tj.: 
u()+re=i-R, 
to u krugu zanemarivog otpora R vrijedi: 
dz (£) 
dr 


u()+e=u()—L-——>=0. 


Podrobnija razmatranja odnosa napona i struja u električnim krugovima izmjeničnih 
struja, kako u kvazistacionarnom stanju kruga tako i u trenucima ukapčanja potro- 
šača na izvor, ne ulaze u okvir ove knjige i bit će ilustrirana u drugom dijelu. 


3.22. Uz zadani valni oblik struje # (£) kroz zavojnicu te na osnovi relacije 


odredite krivulju na sl. 3.22. koja 
prikazuje valni oblik napona samo- 
indukcije: : 

a) e(2) 

b) #2(0) 

c) & (2) 
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3.23. Vremenska promjena magnetskog toka, koji prolazi kroz zavojnicu sa N 
zavoja, prikazana je na sl. 3.23a). Nacrtajte dijagram vremenske promjene napona 
samoindukcije. 


Rješenje 
Na osnovi relacije 
e=—_NAŽ% 
dr 
zaključujemo: SL 3.23. a. b 


I. Linearni porast magnetskog toka u zavojnici stvara konstantan i negativan 
napon, induciran između krajeva zavojnice. 

2. Konstantni magnetski tok kroz zavojnicu ne inducira napon. 

3. Linearni pad magnetskog toka zavojnice inducira pozitivan konstantni napon 
između njezinih krajeva. 

Valni oblik napona samoindukcije prikazan je na slici 3.23b). 

3.24. Kroz zavojnicu L, teče vremenski promjenljiva struja £, (t)==20 cos 314 £. 
Meduinduktivitet između zavojnica L, i L, iznosi M=15 mH. Odredite vremensku 


ovisnost napona induciranog između krajeva zavojnice L,. Koliki je iznos amplitude 
induciranog napona? 


Rješenje | 


Magnetsko polje zavojnice L, rasprostire se jednim dijelom i i kroz zavojnicu L, 

tako da vremenska promjena struje i, (2) ima za posljedicu i i vremensku promjenu 

ra toka kroz zavojnicu L,. Drugim riječima, između krajeva zavojnice 
L, inducira se napon dan relacijom 


ik = 275 


L 


1, 


f 


ip EE, 


LI 


je 


gdje je $,, onaj dio magnetskog toka izazvan strujom £, zavojnice L, koji prolazi 
kroz zavojnicu L,. 


Uzrok — struja kroz zavojnicu L,, i posljedica — magnetski tok kroz zavojnicu 
L,, povezani su relacijom. . 


N.Pa=M-i, 


gdje. je M dimenzijska konstanta nazvana međuinduktivitetom. Međuinduktivitet 
M je funkcija geometrije sistema i permeabilnosti u prostora, te, za razliku od 
induktiviteta L koji je uvijek pozitivan, može biti i pozitivnog i negativnog pred- 
znaka: ' 

M20 


U predznaku međuinduktiviteta sadržana je činjenica da se polaritet induciranog 
napona e, nazvanog naponom međuindukcije, mijenja ako zavojnicu L, namotamo 
u suprotnom smjeru). 5 : 


Kada je permeabilnost x» prostora u kojem promatramo magnetsko polje konstantna, 
i koeficient M je konstantan, tako da inducirani napon međuindukcije možemo 
prikazati relacijom: 


e=—M dA : 
de 
Kako je u ovom zadatku M zadan, možemo na osnovi relacije 
N-.& 
M=——?2 
GT 


izračunati magnetski tok kroz zavojnicu L,: 
N+ Gy=15-:10-3.20 cos 314 :. 


Odnosno, ako je N + $,, jednak ulančanom magnetskom toku o, relacija za mug- 
netski tok kroz zavojnicu L, glasi: 


W2=30 + 10-2 cos 314t. 


Prema tome, vremenska ovisnost napona induciranog između krajeva zavojnice 
L, kada je zadan pozitivan M određena je 


€ ()=—"2iE— 4942 sin 314:, 


a njegova amplituda (maksimalna momentana vrijednost) iznosi: 
En=94,2 V 


3.25. Ako struja £, () zavojnice L, ulazi također na stezaljku a, međuinduktivitet 
sistema nacrtanog na slici 3.24. je: 


% Pri definiranju predznaka međuinduktiviteta potrebno je osim smjera namatanja definirati i 
ulazne, odnosno izlazne, stezaljke namotaja. 
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a) pozitivan 
b) negativan. 


Rješenje 

Uz nacrtani smjer namatanja zavojnica L, i L, u trenutku kada struja :, (2) teče 
u označenom smjeru, inducirani napon međuindukcije je takva polariteta da je 
kraj zavojnice L, označen sa a na višem potencijalu od kraja 8. Ako istog trenutka 
struja £ (t) ulazi u zavojnicu na kraj e, onda je napon međuindukcije po polaritetu 
jednak naponu samoindukcije. Magnetska polja struja 1, (t) te #2 (2) istog su smjera, 
a tokovi se potpomažu; M je pozitivan. 

Ukupni inducirani napon između stezaljki a i b zavojnice L,, uzrokovan vremenskim 
promjenama struja £, (2) te 12 (0), iznosi: 


Gornja relacija još nam jednom potvrđuje načelo elektromagnetske inercije. 
U sistemu vodljivih kontura kroz koje teku električne struje postoji težnja oču- 
vanja konstantnih magnetskih tokova ulančanih pojedinim konturama. Sistem 
se induciranim naponima samoindukcije i međuindukcije suprotstavlja svakoj 
promjeni magnetskog toka. 


3.26. Magnetsko polje u središtu zavojnice dužine /, dano je relacijom 
Na: L 
Lh 


Oko ove zavojnice namotana je zavojnica sa N, zavoja. Odredite koeficijent među- 
indukcije sistema. 


Zadano je: h=1m, Sy=10 cm2, N,==1000, N,=20. 


B=u 


SI. 3.26. 


Rješenje 


Međuinduktivitet M dan je relacijom 


M= N, ž Pu , 
L 
koja, budući da je 
: : Pu=2, 
za zadani sistem glasi: 
N,: 2 
M= 2 1 
L 
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Magnetski tok 2,, koji prolazi kroz obje zavojnice, iznosi uz uvjet da je polje u 
zavojnici homogeno: ' 
Nd S 
ue 
Prema tome, međuinduktivitet zadanog sistema opisan je odnosom 
_ Na u-Ni-:li-S1 _ Ni:Ne 
h h u: 


Di=B > Sy==ug 


M 


i njegova veličina iznosi: 
M=25,| +10-*H. ' 

3.27. Kroz zavojnicu dužine /;==10 cm, kružnog presjeka S=4 cmž te sa N=100 

zavoja, teče struja /=4 A, Zavojnica se nalazi u zraku. Uz pretpostavku da je mag- 

netsko polje konstantno duž presjeka i jednako vrijednosti polja u osi zavojnice, 

odredite: ' ' 

a) jakost magnetskog polja zavojnice 


b) magnetski tok kroz zavojnicu. 


Rješenje | 


Magnetsko polje uvijek je povezano s električnim strujama. Električna struja i 
magnetsko polje uvijek postoje istodobno i samo su dvije različite karakteristike 
istog fizikalnog procesa. Povezanost električnih struja u zatvorenim vodljivim 
konturama, koje se nalaze u praznom prostoru, s magnetskim poljem u njihovu 
okolišu dana je zakonom protjecanja: 


$ .di=x1, 
I 


gdje je H vektor jakosti magnetskog polja, koji je u praznom prostoru istog smjera 


kac i vektor magnetske indukcije B. Iznosi vektora H i Bsu u konstantnom među- 
sobnom odnosu koji je predstavljen konstantom permeabilnosti praznog prostora: 


Do parja, 
H Am 


. > . pe e * .. 
Smjer vektora H povezan je sa smjerom struja pravilom desnog vijka. 
Primijenimo zakon protjecanja na zatvorenu krivulju ABCDA. 
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Uz pretpostavku gusto namotane zavojnice, magnetsko je polje u zavojnici konstantno 
i paralelno s njezinom osi. Magnetsko polje u prostoru oko zavojnice možemo za- 
nemariti, osim na njezinim krajevima, koje, međutim, ne uzimamo u razmatranje. 


Krivulju / dijelimo na dijelove duž kojih je magnetsko polje konstantno, kako bismo 
vektor H mogli izvući ispred integrala i tako pojednostavniti račun. 
— Duž dijelova AB.i ČD krivulje / magnetsko polje je ili okomito na stazu (x =90“), 
ili nula, tako da je tangencijalna komponenta polja u smjeru staze jednaka nuli: 
H .AB=H «CD=0. 
— Duž dijela BC magnetsko je polje jednako nuli. 
— Duž dijela DA magnetsko je polje konstatno i poklapa se stangentom na krivulju: 
H-DA=H >: DA cos 0"=H + DA. 
Prema tome, zakon protjecanja možemo pisati u obliku: 
bid [fd (fd jf dk jf doan, 
i 4 ra 2 —_ 


AB BC CD DA 
odnosno: . 


PrLdI=0.-AB+0.50+0.CD+A.DA=2x1. 
t 


Kako je zbroj struja koje probadaju površinu S, a koja je ograničena krivuljom 
integracije 7, jednak _N + 7, dolazimo konačno do relacije za jakost magnetskog 
polja zavojnice: = 
H .DA=N I, 
odnosno uz DA=!, gornji izraz glasi: 
o ABE 100.4 —4.10% A 
L 10-10-?2 m 


H 


Vektor magnetske indukcije B povezan je s vektorom jakosti magnetskog polja 


H relacijom 


i njegova vrijednost iznosi: ' 
B=mw:H=0,4m >: 10-9%-4:10%=16m >: 10*T. 

Uz pretpostavku homogenog polja u zavojnici, magnetski tok 2 bit će: 
P=B:S=16 -z -10-%-4:10-4=2,01 -10-* Vs, 


a ulančani magnetski tok: 
. YP=2,01 - 10-* Vs. 


3.28. Zadan je ravni dugi vodič radijusa R kroz koji teče konstantna struja I jedno- 


lično raspodijeljena po presjeku vodiča. Magnetsko polje vodiča prikazano je di- 


jagramom na slici: 
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| Lai 


=a nj 


=» 


a) A 

b) B 

€) C 

dD 

e) E. 
A 
8 
a 
o 
E 


S1. 3.28. 
3.29. Kroz koaksijalni kabel protječe struja 7, kroz srednji vodič u jednom, a kroz 
plašt u drugom smjeru. Magnetsko polje jednako je nuli u točki: 
a) A 
b) B 
€) C 
d) D. 


Sl. 3.29. 
Rješenje 


Odaberemo li krivulju integracije vektora jakosti magnetskog polja tako da ona 
potpuno obuhvaća kabel, zbroj struja kroz površinu obuhvaćenu krivuljom bit 
će jednak nuli (struje su identične i suprotnog smjera), a vektor jakosti magnetskog 
polja u svakoj točki krivulje, pa prema tome i u točki D, također nula. 


3.30. Zadana su dva, u geometrijskom smislu jednaka, torusa (Rs=10 cm, S= 
=2 cm?). Jedan je torus izveden s jezgrom od neferomagnetskog materijala, a drugi 
s jezgrom od Hipersila M—6x. Magnetski materijal Hipersil M-6x zadan je krivu- 
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ljom prvog magnetiziranja na slici. 3.30c). Na oba torusa jednoliko su namotane 
zavojnice sa N==200 zavoja kroz koje teku jednake uzbudne struje I=1A. 


Odredite: a) odnos magnetskog toka u torusu s feromagnetskom jezgrom prema 
toku u torusu s neferomagnetskom jezgrom 


b) odnos magnetskog otpora feromagnetskog torusa prema magnetskom 
otporu neferomagnetskog torusa. : 


a) 
SI. 3.30. a 


Rješenje 


Uz pretpostavku gusto namotane zavojnice male površine presjeka S te uz poznatu 
uzbudnu struju 7, jakost magnetskog polja torusa možemo izračunati primjenom 
zakona protjecanja: : 


$u Gia: 
Odaberimo krivulju integracije tako da se ona poklapa sa srednjom silnicom dužine 
l; homogenog magnetskog polja u torusu. Kako je vektor jakosti magnetskog polja 


H duž silnice konstantan i tangencijalan na silnicu (x==0), možemo F7 izlučiti 
ispred integrala 


nba-x1 
i pisati: 
H-2-m-R=N I, 
odnosno: 
_ N-I _N-I 
2.mR ko 


1. Promotrimo najprije torus sa neferomagnetskom jezgrom. Kako je magnetsko 
polje torusa homogeno, tok 2, iznosi: 


: N.I N.I 
Po=Bo:S=u—>S=———. 
o=Bo:S =u9 a pan 

u S 


Po definiciji, a na osnovi formalne analogije s električnim strujnim krugovima, 
magnetski otpor torusa s neferomagnetskom jezgrom dan je relacijom 
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te u ovom primjeru iznosi: 
.10-10-2 i 
Rs: Kasne Javno 2m10-10% 45,198 _1_ 
uo. So 0,4-m-10-6 2.104 


Pripadni magnetski tok kroz trous iznosi: 


2. Određivanje odnosa koji vladaju između magnetskih veličina u torusu s fero- 
magnetskom jezgrom temelji se na poznatom B=f(H) dijagramu, sl. 3.30c), 


bj SI. 3.30. b 
Iz dijagrama vidimo da unošenjem materije u magnetsko polje relacija 
B=u:H 
mora doživjeti bitnu korekciju. Odnos između tih dvaju vektora nije više linearan. 
Magnetski krugovi s feromagnetskim materijalima su nelinearni. Tu bitnu činjenicu 
opisujemo relacijom: i 
B=u:H, 
gdje je: 
k=u “ur=f(H). 


Netinearnosr relacije sadržana je, prema tome, u dimenzijskoj konstanti u, vrijednost 
koje se mijenja s promjenom struje u krugu. U ovom primjeru uz 


dij 
m m 
vrijednost pripadne indukcije nije više 
B=uw-H=0, 4r + 10-68. 318=4. 10+T, 
nego vrijednost indukcije dobivamo iz B=f (H) dijagrama: 


H= 


Brpe=1,7T. 
Pripadna relativna permeabilnost iznosi: 
Vama. m. M no 250 


Indukcija magnetskog polja u feromagnetskoj jezgri porasla je uz istu uzbudnu 
struju za 4250 puta. Taj porast indukcije magnetskog polja u feromagnetskoj 
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Hipersil. M-6x 


[rev HrrrrriTiH 
mini 
iii IH Wii Za 
LILLE 
szaNilH 


_ ij ni o I I 


Pr PEDITITITI I ni 


DAI ITE BEE lili 
pan aa 
1000 * 2000 ao 4000. Hilajmj 
cj . ' 
Sl. 3.30. c 


jezgri posljedica je istovjetnog usmjerenja određenog broja molekularnih i atomskih 
elementarnih strujnih petlji, koje se zbog djelovanja uzbudne struje orijentiraju 
tako da potpomažu svojim poljem vanjsko magnetsko polje (sl. 3.306). Pojave koje 
se događaju u mikrosvijetu materije identične su -s pojavama u magnetskim poljima 
strujnih kontura. 


Prema tome, magnetski tok kroz feromagnetsku jezgru iznosi: 
Pre=Bpe * S==1,7 +2 + 10-3==3,4 > 10-45 Vs, 
u pripadni magnetski otpor, definiran po analogiji sa strujnim krugovima, iznosi: 
kops 2206.2 gde: 
Pre Bo ur S 3, 4. 10-4 A 


Napišimo, konačno, i tražene odnose koji nam jako dobro ilustriraju sve prednosti 


* magnetskih krugova s feromagnetskom, jezgrom prema krugovima u ,praznom 


prostoru“: 

a) Bre 3:4:10% _0,425.104—4250 
Boy 8.10-8 

Ea aa 
Rm = 25.105 74250 


3.31. Zadan je ravni dugi vodič kroz koji jednoliko duž čitavog presjeka teče struja 
1. Paralelno s vodičem smješten je u prostoru feromagnetski štap. 
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LC 


Ed 


=____4 


Ako promatramo promjenu magnetskog polja po zatvorenoj stazi /, koja jednim 
svojim dijelom prolazi kroz vodič, a drugim kroz feromagnetski štap, onda će integral 


vektora jakosti magnetskog polja H u danom smjeru obilaska imati vrijednost: 


a) H .di<o 
b) ha di=0 


d) $u dl=1 
e) bR dl>I SL. 3.31. 
Rješenje 


Zakonom protjecanja napisanom u obliku: 


Pri .di=x7 


obuhvaćena su samo polja uzrokovana strujama vodljivih kontura, a ne i polju 


mikrostruja materije. Prema tome, utjecaj feromagnetskog materijala na jakost 
magnetskog polja duž zadane krivulje nije gornjim zakonom uzet u obzir. S druge 
strane, kako krivulja / obuhvaća struju 1“, tj. samo dio struje kroz vodič, na desnoj 
strani jednadžbe potrebno je pisati upravo tu struju, jer ona izgrađuje magnetsko 
polje duž zadane staze. Prema tome, točan odgovor nalazi se pod c). 


3.32. Zadan je magnetski krug s jezgrom od feromagnetskog materijala i zračnim 
rasporom širine 8. Odredite potreban iznos uzbude N, : 7, da bi magnetski tok 
iznosio b=6 - 10-*Vs. Feromagnetski materijal jezgre zadan je tablicom. 


Zadano je: lre==20 cm, 8==0,046 cm, Sre==5 cm?,.N, * 1,==400 Az. 


Rješenje 


Kako je magnetski otpor feromagnetskog materijala mnogo manji od magnetskog 
otpora zraka (ur=1), možemo sa sigurnošću pretpostaviti da se sav magnetski tok 
širi kroz feromagnetsku jezgru. Prema tome, uz zadani magnetski tok vrijednosti 
magnetskih indukcija iznose: 


Đ 
Bre=——=1,2T 
Fe 
o : 
B=———=1,09 T. 
1,1 < Sre : 


Uobičajeno je da se smanjenje indukcije u zračnom rasporu uzima u račun pove- 
čanjem površine presjeka raspora: 
So= 1 Ni ž Sre. 


Iz krivulje prvog magnetiziranja, zadane tablicom, određujemo jakost magnetskog 
polja u željezu: 


HMre=5 zA . 
cm 


U zračnom rasporu jakost magnetskog polja iznosi: 
_ Bo 


H=—=879 0004.=8 100-5-., 
Uo m cm 


Primjenom zakona protjecanja na zadani magnetski krug u kojem se struje 7, 
i 1, potpomažu dolazimo do relacije ' 


Fre *lre+Hy '8=N, >: D+N, I. 
Uzbuda N,-1 iznosi: 
Na: Iz==100 Az. ' 


Promotrimo još jednom zadani magnetski krug, ali bez zračnog raspora. Kolika 
bi u tom slučaju bila potrebna magnetska uzbuda da kroz krug teče isti magnetski 
tok? 


Uz pretpostavku iste dužine silnica magnetskog polja u jezgri dolazimo do rezultata: 
Hre *lre=Ni >: 1+N, 1 
100==400-+-N, : I, 
Na: Io=—300 Az. 


Negativni predznak u dobivenom rezultatu znači da je potrebno promijeniti smjer 
struje 1,. Prema tome, u torusu bez zračnog raspora, umjesto ukupno 500 Az, 
potrebno: je 100 Az za postizanje istog magnetskog toka. 


3.33. Najveću indukciju B, u zračnom rasporu, uz istu uzbudnu struju 1, postići 
ćemo s torusom od feromagnetskog materijala: 
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S1. 3.33. 


3.34. Induktiviteti dvaju nacrtanih magnetskih krugova nalaze se u ovom odnosu: 
a) L A «Lp ; 

b) LA=Lp 

C) La i Lu približno su jednaki 

d) La>ls. 


S1. 3.34. 
3.35. Kroz površinu zatvorenu torusom vodljivosti x prolazi magnetsko polje in- 


dukcije B koja linearno raste s vremenom. Magnetsko je polje okomito na ravninu 
torusa. Kako glasi izraz za električnu struju u torusu ako je 4<2R? 


Odredite iznos pada napona između točaka a i b torusa. 


SI. 3.35. 
Rješenje 


Kroz površinu 5, koja je omeđena krivuljom Z, prolazi magnetski tok: 
-\)8 1 +dS. 
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Kako se indukcija magnetskog polja s vremenom mijenja, u torusu se inducira 
napon 


koji je zbog linearne promjene indukcije B konstantan: 


e= td 
Električno polje u torusu đano je s 


d- aan nds. 


Električno je polje u torusu homogeno i iznosi: 


t 


Be 
1 
Uz pomoć Ohmova zakona: 
E=p:G 
i uz uvjet da je 4&2R, dolazimo do izraza za struju: 
I=Sr:G=Sr 2 či 
pol 


Pri tome smo pretpostavili da su sve silnice električnog polja torusa jednakih du- 
žina 1. 


Kako je 


izraz za struju glasi: 


Pad napona na dijelu staze / između točaka a i b iznosi: 
: 
Uo=\E «d= IR 
do. 
Ako specifičan otpor materijala nije konstantan, otpor je nelinearna funkcija struje: 


R=f(1). 


3.36. Kroz os torusa od feromagnetskog materijala prolazi ravni dugi vodič, kroz 
koji teče istosmjerna struja N + I. Odredite iznos magnetskog napona između to- 
čaka a i b torusa ako je d&2R. 
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SI. 3.36. 
Rješenje 


Na osnovi zakona protjecanja 


H-.di=N 1, 


jakost magnetskog polja duž srednje izvodnice torusa iznosi: 
N-I N-I 


H= BR 
2R m l 


Odnos vektora magnetske indukcije B prema vektoru H određen je sa: 
B=u.H. 

Ako je debljina torusa d mnogo manja od njegova srednjeg promjera 2R, indukcija 

će se slabo mijenjati duž presjeka Sr, pa možemo pisati: 


B=u '-——. 
g l 
Magnetski tok dan je izrazom 


Peša Bsšniti E, 
odnosno 
podit 
a Rm 
gdje je izrazom: 
nod a 
u s 


označen magnetski otpor kruga. 


Linijski integral vektora H po dijelu srednje izvodnice torusa između točaka a i 
* & iznosi: : 
b 
+ > 
(Fr -di=Uny. 
a 


Skalarnu vrijednost linijskog integrala vektora 7 po dijelu staze / magnetskog polja 
možemo nazvati magnetskim naponom. . 
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Neka je između točaka a i vrijednost magnetskog otpora Rm,y: 
Možemo pisati: ' 
Uma = P- Rmab- 
Kako permeabilnost feromagnetskog materijala nije konstantna, magnetski je 
otpor nelinearna funkcija magnetskog toka: 
Rum=f (2). 


3.37. Na osnovi prethodnih dvaju pitanja povucite analogiju između električnog 
i magnetskog kruga te objasnite u čemu se oni razlikuju. 


Rješenje 


Analogija između nelinearnog električnog kruga i magnetskog kruga s feromagnet- 
skim materijalom počiva na činjenici da se konstantni magnetski tok nastoji zatvoriti 
kroz one staze magnetske strukture koje imaju veću permeabilnost, isto kao što se 
istosmjerna struja električne strukture zatvara kroz staze veće vodljivosti. 


Pri tome ne smijemo zaboraviti slijedeće: 


— Električni su vodiči međusobno odvojeni izolatorima vodljivost kojih je mnogo 
manja od vodljivosti vodiča, a kod idealnog izolatora jednaka je nuli. Kod 
magnetskih krugova tako velike razlike u permeabilnosti nema, pa se dio 
magnetskog toka zatvara okolnim prostorom, pri čemu znamo da je i permeabil- 
nost vakuuma različita od nule. 


— Magnetski krugovi sadrže zračne raspore u kojima dolazi do dodatnog rasipanja 
toka. 


— Permeabilnost u nije konstantna, ovisi i o uzbudi i o prošlosti feromagnetskog 
imaterijala. 


— Istosmjerna struja stvara Jouleove gubitke na otpornicima, dok stalni magnetski 
tok ne stvara nikakve gubitke (sjetimo se permanentnog magneta). 


3.22. MAGNETSKO POLJE U PRAZNOM PROSTORU 
3.2.1. JAKOST MAGNETSKOG POLJA. ZAKON PROTJECANJA 


3.38. Izračunajte linijski integral vektora jakosti magnetskog polja Hi duž zadane 
zatvorene krivulje koja se nalazi u magnetskom polju ravnog dugog vodiča. 


S1..3.38. 
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Rješenje 


Integraciju provodimo po zadanoj stazi a—b—-c—d. 
.1. Na dijelovima staze a—b i c—d kut između elementa staze dl i vektora H iznosi 
'&==90", tako da je na tim dijelovima staze: : 
( H.di= | z-dl cos 90%=0. 
a-b, c-d a-b, c-đ S 
2. Doprinos dijela staze b—c iznosi: 
[-ar-coo"= zra . 
b-e < 


b-e 


gdje je 
' dl=r, : da. 


3. Doprinos .dijela staze d—a iznosi: 


[| Brsdleooe 180. 
' 2n 
ača : 
Prema tome: 
odšd= [fd (Nodik (fd (fd 
a-b b-e e-đ >. d-a : 
I.a I.a 
—0+-510—2—0. 
KECRSKA 2n 


3.39. Izračunajte. linijski. integral vektora jakosti magnetskog polja duž zadane 
zatvorene krivulje koja se nalazi u magnetskom polju ravnog dugog vodiča. Kroz 
vodič teče struja /=3 A. 


Zadano je: I=3A, R=5cm, R=6cn, R=7cmn, R,=8 cm. 


S1. 3.39. SI. 3.40. 
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3.40. Magnetski padovi napona | H.dli | H.di razlikuju se za iznos: 
ALB ALB 
a) I 
b) —I 
c) 27 
“d)'ne razlikuju se. | ' 
3.41. Kroz ravni vodič polumjera R teče struja 1. Gustoća struje konstantna je 
duž presjeka vodiča. Odredite udaljenosti &1<R i x,>R od središta vodiča na 
kojima jakost magnetskog polja iznosi H Zna E. 
: 2x cm 
Zadano je /Z=2A, R=1 cm. : 
3.42. Kroz šuplii vrlo dugi ravni vodič teče struja ]. Jakost magnetskog polja 
u točkama 1 i 2 iznosi: ' X ' 


a) H,=0, H,=0 

b) =, H= z 
27 fi 

0 H=0, Hy=z : 


d) H,=0, H,=o0 
e) H,=00, H,=00. 
3.43. Kroz ravni dugi vodič zadanog presjeka (slika 3.42.) teče struja I. Gustoća 
"struje je konstantna duž presjeka vodiča. 
a) Odredite jakost magnetskog polja u točkama: 

Ki=T, k=R, x=2R. 


SI. 3.42. 


b) Nacrtajte dijagram promjene jakosti magnetskog polja u smjeru x; H==f(2). 
Zadano je: I=1A, R=2cm, r=1 cm. 


“SI. 3.43. 
Rješenje 
Magnetsko polje ravnog dugog vodiča je cilindrične simetrije, silnice su koncentrične 
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18* 


+ 
kružnice. Ako stazu integracije vektora jakosti magnetskog polja H odaberemo tako 
da se ona poklopi sa silnićom polja, možemo zakon protjecanja pisati u obliku: 


H- $dar=x1. 
U : 


1. Jakost magnetskog polja unutar šupljine vodiča jednaka je nuli. Zušto? 


Ako zamišljenom kružnom petljom radijusa x<<r ,uđemo“ u vodič i ,, postavimo“ ' 


je paralelno s presjekom vodiča, petlja neće obuhvaćati nikakvu struju. Drugim 
riječima: ' 
$u «dl==0. 


Kako mi vodič promatramo kao izdvojen sustav u praznom prostoru, magnetsko 
polje unutar vodiča jednako je. nuli: . 
H;=0 0<x<r. 


Prema tome, i za xy=r magnetsko je polje jednako nuli: 


2. Jakost magnetskog polja u vodiču također računamo zakonom protjecanja. 
Međutim, obuhvaćena struja ovisi o veličini varijable x. Gustoća struje duž 
presjeka vodiča određena. je relacijom: 


_ I 
(Ri—r2) m 


Veličina struje obuhvaćene stazom radijusa x iznosi: 


I= 


aa (x2—r?). 


Jakost magnetskog polja u vodiču određena je relacijom : 


Hoj =, 


rSx<R. 
(R*—r?) 2rx 
Prema tome, za xx=R jakost polja iznosi: 
2__[2 
Hae=1 E za / Ee ERE . 104 
(2—1%) 2m:2 cm 


3. Jakost magnetskog polja u praznom prostoru izvan vodiča određena je relacijom : 


H= R<x<o, 


2x 
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tako da u točki udaljenoj za: xg==2R od središta vodiča polje iznosi: 
Mj 98 * 10-44. . 
8T cm 
Dijagram promjene: jakosti magnetskog polja H=f (x) prikazan je na sl. 3.43. 


3.44. Ravni dugi vodič kroz koji teče struja I ekscentrično je smješten u bakreni 
šuplji cilindar (ur= 1), kroz koji ne teče struja. Iznos magnetskog polja u točki 
A dan je relacijom: 


a) H= dm 
2 m (x-+a) 
I 


2x 


b) H= 


a I x*—R? 
 2ImlR+dX—R] = 
d) H=0. 

3.45. Zadan je koaksijalni kabel u kojem kroz srednji vodič teče struja Z u jednom, 


a kroz vanjski vodič (plašt) u drugom smjeru. Dijagram promjene jakosti magnet- 
skog polja koaksijalnog kabela dan je na slici: 


a) A 
b) B 
0) C 
d)D. 


HH 
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3.46. Zadan je koaksijalni kabel kroz čije vodiče teče struja / u suprotnim smjero- 
vima (sl. 3.45). Odredite veličinu jakosti magnetskog polja H u točki koja je udaljena 
za x==2,8 cm od središta unutarnjeg vodiča. ' 

Zadano je: I=15A, R,=0,5cm, R,=2,5 cm, Rg==3 cm. 

3.47. Kroz zavojnicu sa N==7 zavoja teče struja /=5 A. Linijski integral vektora 
jakosti magnetskog polja H duž zadanih zatvorenih krivulja iznosi: 


NAUM 
Mani 
2 


d $Hdi=—25Az,. $R. di=l br .di=-—35 Az. 

4 4 ' 

3.48. Na jezgru od pertinaksa kvadratnog presjeka S==25 cm? stranice a i dužine 
1=20 cm namotana je zavojnica izvedena iz bakrene žice dužine /cu=30 m. Kroz 
zavojnicu teče struja /=5 A. Ako je srednja dužina zavoja određena sa /=4a, 
odredite jakost magnetskog polja u središtu zavojnice. 


3.49. Zadana je zavojnica u obliku torusa. Zavojnica ima N gusto namotanih zavoja 
i kroz nju teče struja /. Ako je sa H4 označena jakost magnetskog polja u točki 
a, a sa He jakost polja u točki 2, odredite veličinu k=H4/H). 

Zadano je: Dp=5cm, D=6 cm. 
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GE 
Gi 


3.50. Vodiči zračnog voda nalaze se na razmaku 24, beskonačno su dugi i kroz njih 
teku struje I u suprotnim smjerovima. Vektor jakosti magnetskog polja u točki 
A prikazan je na sl. 3.50. vektorom: 


()H, 
b) H, 
c) H, 
d) EH, 


3.51. Vodiči zračnog voda nalaze se na razmaku 2a, beskonačno su dugi i kroz njih 
teku struje / suprotnih smjerova i jednakog iznosa. Uz odabrani koordinatni sustav 
odredite rezultantno magnetsko polje u točki M. 


Sl. 3.51. a, b 


Rješenje 
Primjenom zakona protjecanja i načela superpozicije dolazimo do izraza za kompo- 
nente vektora jakosti magnetskog polja u točki M: 

H=H2—Hn 


die Hy=Hy—Hy> 
gdje je: 


Ha=H,:sina= 
tim 2m #2 
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(1.3 
Hae=H:sinB= si Basa 
pj 
x*—a 
Hyu=Hi-cos a = +COsS a=-——-. ———— 
PIZEJ T ri 


Hp= He-cosB = mare Bai. ARA. 


ra Te 2m 1 


Prema tome, veličine komponenata dane su relacijama: 


2nd 12 

I (x-+a _ x—a 
mb [o52- 2) 

2m\ 75 ri 


a ukupno magnetsko polje u točki M možemo izračunati izrazom: 
H=./Hf+Hi. 


3.52. Zadana su dva vrlo duga vodiča. Među njima je razmak konstantan i jednak 
1==20 cm. Radijus vodiča: iznosi r==0,5 cm. Kroz vodiče teku jednake struje [= 
=314 A. Izračunajte karakteristične vrijednosti polja i grafički prikažite promjenu 
jakosti magnetskog polja u prostoru između simetrala vodiča uzduž nacrtane osi x 
(od središta do središta -vodiča), ako kroz vodiče teku struje: 


a) suprotnog smjera 

b) istog smjera. 

3.53. Vodiči zračnog voda nalaze se na razmaku d i kroz njih teku struje Z u suprotnim 
smjerovima. Odredite analitički izraz koji daje ovisnost jakosti magnetskog polja u 
točki A o udaljenosti # točke A od bližeg vodiča (Ha=f (x)=?). Za x=d/2 od- 
redite numeričku vrijednost jakosti magnetskog polja u točki A. 


Zadano je: I=1 A, d==20 cm. 


/ A 
sie Kak er GR a 
SI. 8.53, 
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3.54. Kroz ravni dugi vodič polumjera R=0,5 cm teče struja Ž. Gustoća struje je 
konstantna duž presjeka vodiča. Na određenoj udaljenosti od središta vodiča mag- 
netsko polje ima maksimalnu jakost H,,,. Odredite udaljenosti x, i x, od središta 


: mao < 2 
vodiča u kojima jakost magnetskog polja iznosi H po Haji 


3.55. Odredite veličinu struje koja teče kroz vodiče koaksijalnog kabela u suprotnim 
smjerovima, ako jakost magnetskog polja na udaljenosti d od središta kabela iznosi 
Hu. 

A 


Zadano je: Rj==0,5 cm, R,=2,5 cm, Rx=2,6cm, d=2,550m, Hqu=78,8 —. 
m 


3.56. Kroz vodiče zračnog voda teku struje od 2A suprotnih smjerova. Odredite 
veličinu i smjer vektora jakosti magnetskog polja u točki A. 


0,8im 


a) 
SI. 3.56. a, b 


3.57. Kroz središte toroidalne zavojnice okomito na njezinu ravninu prolazi dugi 
ravni, vodič kroz koji teče struja /,. Toroidalna zavojnica ima N zavoja kroz koje 


a) 
Si. 3.57. a 


7a7 


teče struja 7,. Odredite jakost magnetskog polja u točkama 1, 2 i 3 te nacrtajte 
dijagram promjene jakosti magnetskog polja u ravnini koja prolazi kroz os zavoj- 
nice (slika 3.574). 


Zadano je: D,=14cm, D,=10 cm, N=120, d=1,lcm, L=10A, L=10A. 


3.2.2. JAKOST MAGNETSKOG POLJA. BIOT-SAVARTOV ZAKON 


> 

3.58. Biot-Savartovim zakonom izračunajte jakost magnetskog polja H u točki 
A. Polje u točki A izračunajte prvo za kratki ravni vodič kroz koji teče struja 1, 
a zatim za beskonačno dug vodič. 


* Rješenje 
Biot-Savartov zakon povezuje jakost polja dHu nekoj točki prostora s elementom 
struje I - dl koji je to polje izazvao i koji se nalazi na vodiču bilo kakvog oblika: 
4 I.dl sine, 

dn 

Kako promatramo stacionarna magnetska polja, možemo na osnovi proširenog 


principa superpozicije, a na temelju Biot-Savartova zakona, izračunati jakosti i 
onih magnetskih polja koja nisu cilindrično simetrična. 


Postupak je slijedeći:. 


dH = 


1. Razdijelimo vodič kroz koji teče struja na elementarne strujne dijelove I di 


2. Izračunamo Biot-Savartovim zakonom diferencijalne jakosti magnetskog polja 
u promatranoj točki izazvane pojedinim strujnim elementima. 


3. Vrijednost polja u promatranoj točki dobivamo zbrajanjem pojedinih elemenata 
polja veličine dH.) 


»U općem slučaju elementi di i dh, su vektori te je i sumiranje vektorsko. Ravni vodič samo 
je izniman slučaj. 
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Cim nadao mein smo gd uknagi Bior Sevastova panu 


: [a dH nes ma 
4r ro 
a kako je: iN Roernai zi 


dx sin #=r >: da . 


1 
r=đ: -, 
cos a 
dolazimo do izraza: 
dHi= cos a “do 
4rd 
Zbrajamo sve elemente polja: 
& 
4a= Cos & + da, 
T 


odnosno: ei a 


(sin «,—sin 2). 
đ ' T 
Ako sada dužina vodiča raste u beskonačnost, onda %a raste prema —2 a &, prema 
T 
3 te gornja relacija prelazi u izraz: 


I 


m= 
S ad 


do kojeg smo ranije došli zakonom protjecanja. 


3.59. Izračunajte jakost magnetskog polja u točki T uzrokovanog segmentom vodiča 
dužine /I=2 m kroz koji teče struja I=100 A. 
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j 


Lo 


LJ LL] 


LJ LI] 


Load 


LJ 


LJ LI LI 


sol 


[sk EK EI 


je ša 


U 


I 


[11] 


(I TI CI TI FI 


3.60. Kroz vodič u obliku L profila protječe struja /1==50 A. Dimenzije vodiča dune 


su slikom, Izračunajte jakost magnetskog polja u točki T koja se nalazi u ravnini 
vodiča. 


3.61. Izračunajte veličinu i smjer vektora jakosti magnetskog polja u centru kvad- 
tatne vodljive petlje, kroz koju teče struja 7==10 A, ako je stranica a=10 cm. 
3.62. Izračunajte jakost magnetskog polja u točki A koja se nalazi na osi vodljivog 
prstena kroz koji protječe struja /, na udaljenosti a od njegova središta. Radijus 
prstena je 7. . 


Zadano je: Z=1A, r=10 cm, a=30 cm. 


Sl. 3.62. 


3.63. Zadana je cilindrična zavojnica dužine /, srednjeg polumjera r i broja zavoja 
N, Kroz zavojnicu teče struja Z u danom smjeru. Odredite jakost magnetskog polja 
u točki A koja leži na osi zavojnice i udaljena je za d od njezina središta. 


Zadano je: Z=20 cm, d=6cm, r=2cm, N=500, I=2A. 


SL. 3.63. 


Rješenje X 
Kroz element zavojnice širine dx teče struja: 


Pius 


Imajući na umu prethodni zadatak, polje u točki A uzrokovano elementom zavojnice 
širine dx iznosi: 
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NI. 1 


dHi= x-— A 
21 (x2-+-r2)9/2 


Zamjenjujemo varijable: 
dx sin (90% —o)==s : da 


T 


s= 


cos « 
r da 

dx= 
cosža 
x=r tg a 


i sređujemo relaciju za jakost magnetskog polja: 


(12H 22)8/2. — cos2a (12 tg?a-b-r2)8/ 2 cosža 13 (1+tg? pri r2 


Uz novu varijablu izraz za jakost polja elementa zavojnice glasi: 


Ž cos «da 


ip 2 


a uz provedenu integraciju dolazimo do relacije koja određuje veličinu jakosti 
magnetskog polja zavojnice (kut a mjeri se na slici od vertikale nadesno, az je 
negativan): 
N-I 
H= 


(sin x, — sin a2). 


Ova relacija, uz uvjet da dužina zavojnice teži u beskonačnost, bread u poznatu 
relaciju: 


geR. 
I 


Smjer vektora jakosti magnetskog polja zavojnice definiran je pravilom desnog 
vijka i poklapa se s osi zavojnice. 


Ako kutove izrazimo dimenzijama zavojnice, izraz za jakost magnetskog polja 
zavojnice glasi: 


_NI 0,5/+d 0,51—d 
[(0,57+d)2-Hr2]12  [(0,51—d)?-+r2]U2]' 


Uz zadane numeričke vrijednosti jakost magnetskog polja u točki A iznosi: 
Ha=4 710 a . 
m 


Ako s druge strane jakost magnetskog polja u točki A računamo relacijom: 
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dolazimo do rezultata: ' 
A 

Hi=5000—, 
m 


odnosno: 


B4.,100=94,3%, 
HA 


Relativna procentualna pogreška (koja ovisi o odnosima //r i d/r) iznosi 6,15%, 
što je već dovoljno točno. Međutim, kod zavojnica za koje vrijedi: 


U 
—— 210 
2r 
relativna procentualna pogreška iznosi manje od 0,807%,. 
(Izračunajte i komentirajte pogrešku za slučaj d=0, tj. u sredini zavojnice.) 
Prema tome, magnetsko polje u takvim zavojnicama računamo, s velikom točnošću, 
relacijom :: 

H=N1, 

l 


3.2.3. MAGNETSKA INDUKCIJA. MAGNETSKI TOK 


3.64. U magnetskom polju ravnog dugog vodiča kroz koji teče struja I nalazi se 
zavojnica. Kroz zavojnicu teče struja I' u naznačenom smjeru. Zavojnica je za- 
uzela nacrtani položaj zbog djelovanja sila polja. U kojem smjeru teče struja kroz 
ravni dugi vodič: 


a) odozgor nadolje 


(b) adozdol nagore? 


Sl. 3.64. 


3.65. Kroz zavojnicu sa N zavoja teče struja 1. Ako je magnetsko polje zavojnice 
orijentirano tako kao što je N i S magnetskim polovima označeno na slici, struja 
ulazi u zavojnicu na kraj označen sa: 


Ti 


SI. 3.65. 
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| 
UI 
| 
| 


\ 4) B20 


i .. soja . . .. 2 : 
3.66. Linijski integral vektora magnetske indukcije B duž zadane zatvorene kri- 
vulje / u zraku iznosi: 


S1. 3.66. 


3.67. Kroz dva paralelna vrlo duga vodiča teku struje I u suprotnim smjerovima. 
Vodiči se nalaze na međusobnoj udaljenosti 2. Veličina vektora magnetske induk- 
cije u točki A iznosi: 


I 


2nx 


t) B=2 


gih. —BEIo 
2nx  2n(x+d) 


d) Betel X 
TK : . 
SI: 3.67. 


3.68. Kroz ravni vrlo dugi šuplji vodič teče struja I. Veličina vektora magnetske 


indukcije u točki A iznosi: 


(2), B=0 

b) Bait. 
2-n.d 

o) B=— M1 
2(R—d)m 

de 
Ri-.n 


3.69. Kroz dva ravna vrlo duga vodiča teku struje I u suprotnim smjerovima. 
Vodiči se nalaze na međusobnoj udaljenosti d. Izračunajte magnetsku indukciju 
u točkama A i B zadanog polja. 


Zađano je: I=10 A, d=20 cm. 

3.70. Zadan je koaksijalni kabel kod kojeg kroz unutarnji vodič teče struja I u jed- 
nom, a kroz vanjski u drugom smjeru. Izračunajte veličine indukcija magnetskog 
polja kabela u točkama A, B, C i D, Relativna permeabilnost vodiča jednaka je: 
uw=l. 
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LI. 


Lo KJE LEE] 


LI. 


m. 


SI. 3.69. . SI. 3.70. 


Zadano je: I=20A, R,==0,6 cm, R,==2,6 cm, Rg=3 cm, x1==0,3 cm, xx==1,3 cm, 
*a=1,2cm, za=1,6 cm. : 


3.71. Kroz vodiče zračnog voda teče struja /. Odredite veličinu magnetske indukcije 
u točki A. 


Zadano je: I=10A, d=50 cm. 


3.72. Kroz vodiče dvaju zračnih vodova teku struje /==5 A u označenim smjerovi- 
ma. Odredite veličinu magnetske indukcije u točki A. 


Zadano je: I=5A, d=20 cm. 


3.73. Kroz vodič zadanog kutnog profila teče struja 1. Izračunajte veličinu magnet- 
ske indukcije u točki 7, koja se nalazi u središtu okomitog dijela vodiča. 


Zadano je: I=50A, d=2 m. 


3.74. Kroz vodič zadanog kutnog profila teče struja I. Izračunajte veličinu i smjer 
vektora magnetske indukcije u točki D. 


Zadano je: I=100 A, d==5 cm, y==30". 
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SI. 3.73.. SI. 3.14. 


3.75. Zadano je magnetsko polje ravnog vrlo dugog vodiča kroz koji teče struja 
I. Tok vektora magnetske indukcije kroz plohu S, koja ima oblik valjka, iznosi: 


a) KB Z:as=B.2R.n.h 


DB 


(B.n-dS=B-(2R-m-h-H2R? 1) 


a2 
u 
ada 
tu! 
=a 
Aa 
Q 
tl 
o 


Sl. 3.75. 


3.76. Tok vektora magnetske indukcije kroz zatvorenu plohu S, u kojoj se nalazi 
dio električnog strujnog kruga, iznosi: 


ti! 
| 
a 
%Q 
V 
= 


S1. 3.76. 


20 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 
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3.77. Nabijena vodljiva kugla nalazi se u praznom prostoru. U ovom je primjeru 
tok vektora magnetske indukcije kroz u sebe zatvorenu plohu S jednak nuli iz 
slijedećeg razloga: 

.a) jer kroz plohu S ne prolazi električna struja. 

b) jer mirni naboj Q ne stvara magnetsko polje. 


SI. 3.78. 


"3.78. Kroz zračnu zavojnicu kružnog presjeka teče struja 1. Zadane su dimenzije 
zavojnice; dužina /, površina presjeka Sz te broj zavoja N. Odredite veličinu 
ulančanog magnetskog toka % koji prolazi kroz zavojnicu. Objasnite relaciju 
EVEN 


Zedano je: I=1A, N=100, Zz==20 cm, Sz=4 cm?? 


Rješenje 
Magnetski tok _& određen je relacijom: 


$=1\B-n-ds. 
S 
Kada razmatramo magnetska polja u zavojnicama, onda se površina integracije 
* S sastoji od ovih površina: 


S=5S,+52+53F54F S=S,+N ? Sz 

gdje su: 

S;=5,=5,=854= 55 
površine koje obuhvaćaju pojedini zavoji. Uz pretpostavku »gusto“ namotane za- 
vojnice, sve su silnice magnetskog polja ulančane sa svim zavojima. »Rasipanja 
magnetskog toka zanemarujemo. Ako uz to zanemarimo magnetski tok kroz po- 
vršinu S,, koji je malen u usporedbi s magnetskim tokom kroz zavojnicu, možemo 
pisati: 

Du=N + P= Y. 
Odredimo sada veličinu. ulančanog magnetskog toka 'P zadane zavojnice. 
Jakost homogenog magnetskog polja zavojnice iznosi: : 
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u magnetska indukcija: 
N-.I 


L 
Kako je polje gusto namotane zavojnice homogeno, a vektor magnetske indukcije 


B=u4 " 


+ > 
B istog smjera kao i normala n na površinu zavoja S“, magnetski tok & kroz jeda 
zavoj određen je odnosom: : 


N-.I 


P=B:S'=u, S 


Z 


Prema tome, ulančani magnetski tok */, uz načinjene pretpostavke, iznosi: 


PN + G=N * S, HN 1952 + 10-5 Vs. . 
Z 


3.79. Tanka zavojnica oblika pravokutnog trokuta nalazi se u ravnini s ravnim 
vrlo dugim vodičem. Kroz vodič teče struja ]. Odredite tok vektora magnetske 
indukcije koji prolazi kroz zavojnicu. ' 


Zadano je: I=2A, N=10, a=b=c=10 cm. 


1 


SI. 3.79. 
Rješenje 
Tok vektora magnetske indukcije kroz proizvoljnu površinu S, koja nije u sebe 
zatvorena, dan je relacijom.: : 
+ > 
e=\(B.n.ds. 
S : 
Pri rješavanju ovog zadatka polazimo od slijedeće pretpostavke. Ako veličina po- 
vršine jednog zavoja iznosi S1=0,5 šc onda ukupna površina kroz koju promatramo 


magnetski tok iznosi: ' : 
S=N > Si=N + 0,5 + bc. 


Svi zavoji pravokutne zavojnice obuhvaćaju isti magnetski tok. 


Magnetsko polje u kojem se.nalazi zavojnica nije homogeno, no možemo pretpo- | 


staviti da je kroz element površine .zavojnice 
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dS=y + dx 
magnetski tok d posljedica homogenog polja. Uz tu pretpostavku možemo pisati: 
de&=B -.n dg. 


Kako su vektor magnetske indukcije B i normala n na element površine dS istog 
smjera, gornju relaciju možesno pisati u skalarnom obliku: 


I 
de=B -dS=u, *y.dx. 
' 2nx 
Uz supstituciju: 
= (aca) 
b 


dobivamo da element toka d& ovisi samo o jednoj varijabli: 


do=#v I šo (e—a) drmbo ia =) .dx. 
2m-x-.b 2m-.b x 


Ukupni magnetski tok 9 kroz rom zavoj dobivamo zbrijanjem svih elementarnih 
tokova: ' 


a+b a+b a+b 
2= | o—E e | [1—Zla BEE Susa 
2nb x 2 i 
u 
_ Mo+I-.c 


zolju L =: In =). 


2m-.b 2T 


Kako je a=b=c, magnetski tok P kroz jedan zavoj iznosi: 
polo Tre (1—1n2) 
2r 


B=1,224 - 10:8 Vs. 
Ukupni magnetski tok kroz N zavoja zavojnice, tzv. ulančani magnetski tok, iznosi: 
YW=N - Pđ=12,24 > 10-58 Vs. 


/i 3.80. Pravokutna vodljiva petlja nalazi se na udaljenosti & od ravnog vrlo dugog 
vodiča kroz koji teče struja /. Odredite magnetski tok P kroz zadanu petlju. 
Zadano je: 1=3,5A, a=12cm, &=8cm, k=6 cm. 

3.81. U magnetskom polju ravnog vrlo dugog vodiča nalazi se kvadratni okvir. 


Ravni vodič i okvir nalaze se u istoj ravnini. Izračunajte analitički izraz kojim je 
magnetski tok P kroz okvir određen u odnosu na struju / i geometriju sistema. 
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SI. 3.81. 


jA 3.82. Kvadratni metalni okvir nalazi se u magnetskom polju, u ravnini dvaju 
paralelnih vrlo dugih vodiča, Kroz vodiče teku struje 7, odnosno 2 I istog smjera, 
i dovoljno su kruti tako da se ne savijaju uslijed djelovanja magnetskih sila. Stra- 
nice okvira su paralelne, odnosno okomite na vodič. Odredite magnetski tok P 
koji prolazi kroz okvir. 


Zadano je: I=10A, a=20 cm. 


SI 3.82. 


3.83. Izračunajte ukupni magnetski tok kroz gusto namotanu torusnu zavojnicu 


pravokutnog presjeka. Jezgra zavojnice izvedena je iz neferomagnetskog materi- 
jala. 


Zadano je: N+ 1=160Az, R,=16 mm, R,=22mm, a==10 mm. 


309 


SI. 3.83. 


Rješenje 


Često se ovakvi problemi rješavaju uz slijedeću pretpostavku: ,,Ako je debljina 
torusa mnogo manja od njegova srednjeg radijusa, magnetska indukcija slabo će se 
mijenjati duž presjeka S jezgre i možemo je smatrati konstantnom“. 

Ako i mi pođemo od te pretpostavke, možemo uz 


S=a'(R—R,) 
I=2nFrtBa 
za magnetski tok u torusu pisati: 
O'=w.NL.g=Ba.Ia. RERL_0,101 -10-5Vs. 
1 T R2+Ri 


Promotrimo sada koliku pogrešku unosi polazna pretpostavka u konačni rezultat. 


Duž neke staze torusa radijusa x vrijednost magnetske indukcije iznosi: 
N-I 
B=uW'————. 
2:n:x 


Diferencijalni element površine presjeka duž kojeg je polje homogeno dan je sa 


dS=adx . 
i kroz njega prolazi magnetski tok: 
dd"=2B - ds=/ NI, dx : 
2n x 


Prema tome, ukupni tok u torusu iznosi: 


iln-—=0,1023.10-5 Vs. 


R 
o-|Eoi a Te Ra 
2x x 2n Ri 


Uz zanemarenje promjene magnetske indukcije duž presjeka jezgre torusa relativna 
procentualna pogreška izračunate vrijednosti magnetskog toka iznosi 1,284%,. 
Pretpostavka je. ispravna, i njome se možemo služiti pri rješavanju zadataka, 
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3,84. Na neferomagnetsku jezgru torusa gusto su namotane dvije zavojnice N, 
i Ny. Otpor zavojnica je zanemarivo malen. Uz zanemarenje rasipanja odredite 
ukupni magnetski tok u torusu. 

Zadano je: E,=40 V, R,==20 2; E,==60 V, Rn=30 2, N,==200, N,=400, S==5 cm2, 
1=:40 cm. 


SI. 3.84. S1. 3.85. 


3.85. Zavojnica u obliku torusa nalazi se u magnetskom polju ravnog vrlo dugog 
vodiča, koji prolazi kroz njezinu os. Kroz zavojnicu teče struja Ip, a kroz vodič 
struja 7,. Jezgra zavojnice je iz neferomagnetskog materijala i kvadratnog je pre- 
sjeka. Odredite veličinu ukupnog ulančanog magnetskog toka u zavojnici. 


Zadano je: Z=1A, N=200, R,=12cm, R,=14cm, a=2cm, L=10A. 

3.86. Pravokutna površina ima stranice: 

a==1,718 m duž x osi, za im<x<2,718m 

b=4m duž y osi, za Om<ys4m. 

Kroz zadanu površinu prolazi magnetsko polje. Vektor magnetske indukcije B 
ne mijenja se u smjeru y, ali se u smjeru x mijenja po zakonu: 


im<x<2T718m. 


Kolika je vrijednost magnetskog toka & koji prolazi kroz zadanu površinu? 


3.87. Izračunajte veličinu magnetskog toka $ unutar bakrenog cilindra, u presjeku 
odr do R, (pr==1) kroz os kojega prolazi vodič kroz koji protječe konstantna struja /, 


SI. 3,87. 
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3.88. Homogeno magnetsko polje indukcije 2T usmjereno je u pravcu osi x. 
Koliki je magnetski tok kroz površine omeđene konturama: 


a)abcd 
b) befc 
d)aefd? 


SIL. 3.88. 
* 3.89. Odredite magnetski tok :& koji prolazi kroz površinu dimenzija a=5cm, 
b=2 cm. Vektor magnetske indukcije okomit je na promatranu površinu. U smjeru 
stranice a vektor B mijenja se po sinusoidalnom zakonu: 


B ()=Bnax sin “—>, 
a 


gdjeje Bajlo 22 
mž 


, dok je u smjeru stranice & indukcija konstantna. 


3.3 ELEKTROMAGNETSKA SILA 


3.3.1. ELEKTROMAGNETSKA SILA NA NABOJ 


“ A -> 
3.90. Materijalna čestica mase m i naboja g kreće se brzinom v u mapnetskom 


polju indukcije B. Uz uvjet da je brzina čestice okomita na vektor magnetske induk- 
cije, definirajte stazu po kojoj se čestica kreće u magnetskom polju, 
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Rješenje 
g 
Kako se materijalna čestica naboja --q kreće Brzinom v u magnetskom polju, na 
“nju djeluje sila: 
R - > > 
F=q :(vxB), 
ka : ć m 2 ae za : 
koja je okomita na ravninu definiranu vektorima v i B. U ovom su primjeru vektori 
vi B međusobno okomiti, pa veličina sile iznosi: 
F=q vB. 


Zbog djelovanja elektromagnetske sile dolazi do savijanja staze, tako da se u danom 
homogenom magnetskom polju čestica kreće po kružnici radijusa R. 
Kako je : 
mo? 
q:v.B= : 
R 


radijus kružnice po kojoj se kreće čestica iznosi: 


_m:V 


R= : 
q*B 


3.91. U magnetskom polju u ravnini okomitoj na linije magnetskog polja kreće 


se brzinom v=2 10 jezgra atoma helija (m=6,4 +10-2" kg, +q==3,2 + 10-% 
se 
As). Uslijed djelovanja magnetske sile čestica se kreće kružnom stazom. 


Odredite radijus staze ako je indukcija magnetskog polja 1,8 T. 


SI, 3.91. 
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3.92. Jezgra vodika (q=1,6 : 10% As, m=1,7 : 10727 kg) kreće se brzinom v po 


kružnoj stazi radijusa R u homogenom magnetskom polju indukcije B. Vektor 
brzine čestice okomit je na vektor magnetske indukcije. Izračunajte veličinu indukcije 
danog magnetskog polja. 


a , R=6,2 cm. 


Zadano je: v==7 + 10% 

se 
3.93. Odredite odnose između veličina magnetskih indukcija B,, By B, B, i B; 
u točkama označenim na zamišljenoj stazi, po kojoj se naboj -H-Q kreće kako uslijed 
početne brzine, tako i zbog djelovanja elektromagnetskih sila. Vektor brzine čestice 
uvijek je okomit.na vektor magnetske indukcije. 


SI. 3.93.. 
3.94. Električni naboj kreće se brzinom v kroz homogeno magnetsko polje indukcije 


B. Elektromagnetska sila F, kojom magnetsko polje djeluje na naboj, prikazana 
je na slici: 
a) A 


2 ; 
b) B PIF | 
€) C sobe Pa 
B 


d) D 


SI. 3.94. 
3.95. Dva jednaka negativna naboja —Q kreću se paralelno jednakim brzinama 
vu praznom prostoru. Da li ova dva naboja djeluju međusobno magnetskim silarna ? 
3.96. Pločasti kondenzator priključen je na električni izvor. U prostor između 


ploča kondenzatora ubačen je pozitivni električni naboj g brzinom v, paralelnom 
s pločama. U prostoru između ploča postoji i homogeno magnetsko polje. Izračunajte 


veličinu i smjer magnetske indukcije B ako se naboj kreće kroz kondenzator po pravcu 
paralelnom s pločama, 
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m 
sek | 


Zadano je: E=20KV, I=5 cm, v=105 


SI. 3.96. 


3.97. U magnetsko polje indukcije B=10 T ubačen je elektron (qp=1 + 6 + 10-25, 
Mq'=9 + 10-%! kg) brzinom od 3 + 107 m/sek pod pravim kutom prema smjeru polja. 
unije magnetsku silu koja djeluje na elektron i usporedite je s gravitacijskom 
silom. 


3.98. U magnetsko polje indukcije B ubačen je elektron brzinom v okomitom 
na smjer polja. Nakon koliko će vremena elektron ponovno izaći iz magnetskog 
polja? Kako će duboko elektron ući u magnetsko polje? 


Zadano je: q9=1,6 + 10-99 A5, my=9 + 10-%kg, B=10T, %=107-2-. 
< i se 


x x .* * 
x x * 


x 
k 
x 
XN ox Xoooox 
i 
, 


X «o 
X «ox 


1 sm 
SI. 3.99. : U 


3.99. Pozitivno nabijena čestica (Q=1,6 +: 101% As, m==1,7 + 10-27 kg) nalazi se 
U sredini prostora širokog 10 m i omeđenog ,zidovima“ magnetskog polja indukcije 
B=0,01062 T označenog smjera. Čestica se počinje kretati: udesno brzinom . 


t 
I 
I 
I 
LI 

u 
! 
DI 
DI 
DI 
! 
i 


ne Osim početne brzine i magnetskog polja na česticu ne djeluju 
druge sile. 
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Nakon koliko će se vremena čestica ponovno nalaziti u sredini između ,,zidova“ 
polja a da pri tome njezina brzina bude ponovno usmjerena udesno? 


3.3.2. ELEKTROMAGNETSKA SILA NA STRUJU 


3.100. .U .prostoru između polova magneta nalazi se metalni štap kroz koji teče 
struja. Ukupno djelovanje sila na štap je takvo da štap miruje u promatranom pro- 
stroru. Zatvaranjem sklopke S štap će se pomaknuti, 


a) desno 

b) lijevo 

c) gore 

.d) dolje 

e) štap ostaje na miru. 


SI. 3.100. 


3.101. Na kratki ravni vodič dužine 30 cm, koji se nalazi u magnetskom polju i 
svojom je dužinom okomit na silnice polja, djeluje elektromagnetska sila od 60 N. 
Ako struja kroz vodič iznosi 250 A, odredite magnetsku indukciju polja. 


3.102. Kroz bakrene tračnice teče istosmjerna struja /=1000 A. Odredite hori- 
zontalnu silu koja djeluje na keramičke izolatore u trenutku kada zbog kratkog 
spoja struja kroz tračnice poraste dvadeset puta. 


Zadano je: /=2m, a=0,2m. 


SI. 3.102. 


3.103. Kratki ravni vodič težine 20 grama i dužine 200mm slobodno leži na 
osloncima koji ujedno služe kao kontakti preko kojih je on uključen u. električni 
krug. Otpor kruga, uključujući i vodič, jednak je 0,24 Q, napon izvora 12 V. Kolika 
struja mora poteći kroz gornji vodič koji se nalazi u istoj vertikalnoj ravnini s do- 
njim da bi uz pomoć elektromagnetske sile donji vodič bio dignut s oslonca? 
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SI. 3.103. 


3.104. Odredite silu po metru dužine koja djeluje između dva paralelna vodiča 
zračnog voda. Kroz vodiče teče struja I/=1 A u suprotnim smjerovima, a njihov 
međusobni razmak je d==1 m. Što će se dogoditi sa silom ako kroz vodiče poteče 
struja u istom smjeru? 


3.105. Tri paralelna ravna vodiča nalaze se u istoj ravnini. Kroz vodiče teku jednake 
struje /==120 A, dužina im je /=0,85 m a razmak D=32 cm. 


Koliko iznosi elektromagnetska sila na srednji vodič? 
3.106. Odlazni vod izveden je od dvaju vodiča, razmaka d i radijusa 7, a dolazni 
od šupljeg cilindra, os kojega se poklapa sa sredinom razmaka odlaznih vodiča. Ako 


kroz vodiče radijusa r teku struje veličine 1/2, a kroz cilindar struja / suprotnog 
smjera, kolika sila po metru dužine djeluje na odlazni vodič? 


Si. 3.106. 


3.107. U homogenom magnetskom polju indukcije B=0,05 Ni nalazi se vodič 
m 

koji se sastoji od triju segmenata i kroz koji teče struja == 10 A. Izračunajte veličinu 

i smjer magnetske sile na vodič. 


Si. 3.107. SI. 3.108. 
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pre 


3.108. U homogenom magnetskom polju indukcije B nalazi se zakrivljeni vodič 
kroz koji teče struja 1. Položaj pojedinih ravnih dijelova vodiča prema magnetskom 
polju, usmjerenom u smjeru osi z, dan je na slici 3.108. Uz pretpostavku da se 
sile kojom dijelovi vodiča djeluju jedan na drugi mogu zanemariti, izračunajte 
elektromagnetske sile polja na pojedine ravne dijelove vodiča. 

Zadano je: B=1 T, I=1 A, AO=OB=BD=!1 m. 


3.109. Paralelno s dugom tankom metalnom trakom širine 25 proteže se vodič 
kružnog presjeka. Kroz traku i vodič teku struje 1 u suprotnim smjerovima, jedno- 
liko raspoređene duž pojedinih presjeka. Odredite uz pomoć Biot-Savartova zakona 
analitički izraz za veličinu i smjer sile na metar dužine vodiča. 


SI. 3.109. 


3.110. Kroz ravni dugi vodič teče struja I,. Odredite sile koje djeluju na pojedine 
dijelove pravokutnog okvira abcd kroz koji teče struja 1,. Stranice okvira ab i cd 
paralelne su s ravnim dugim vodičem. 


S1.. 3.110. 


Rješenje 

Međusobno djelovanje ravnog vodiča i pravokutnog okvira možemo promatrati 
na dva načina: tako da promatramo pravokutni okvir u magnetskom polju ravnog 
vodiča ili ravni vodič u magnetskom polju pravokutnog okvira. Mi ćemo radi bolje 
preglednosti promatrati sile magnetskog polja struje I, na okvir kroz koji teče 
struja 7, a koje su dane relacijom: 


> + > 


F=1.(1xB). 


318 


Na sl.3.1106, e, d, e provedena je analiza tih sila promatranjem djelovanja magnet- 
skog polja. ' 


SI. 3.110. b, c, d, e, f 


Pamtimo da je struja 1, posljedica kretanja negativnog naboja u suprotnom smjeru. 
Na slikama su dane sile na pojedine stranice okvira. Kako su stranice ab te cd us- 


> . 
noredne s ravnim vodičem, duž stranica je indukcija B konstantna, pa je i magnetska 
sila konstantna. Međutim, kako se stranica ab nalazi bliže ravnom vodiču od stranice - 
cd, sila na nju je veća. Duž horizontalnih dijelova okvira indukcija se mijenja po 
zakonu: : 


Beo=K:i, 
Kk 


pa i sile na te stranice slijede promjenu indukcije. Smjer svake pojedine sile uvjeto- 
van je smjerom kretanja struje Li smjerom indukcije B. 

Na sl. 3.110f) dan je zajednički prikaz svih sila koje djeluju na pojedine dijelove 
stranica okvira. Vidimo da sile, djelujući na okvir, žele povećati njegovu površinu, 
kako bi kroz njega išao što veći magnetski tok. 

S druge strane, rezultantna magnetska sila želi pomaknuti okvir u područje veće 
indukcije, što je uvjetovano odabranim smjerovima struja 1, i Ig 


3.111. Metalni okvir kroz koji teče struja /, nalazi se u magnetskom polju ravnog 
dugog vodiča (slika 3.110a). Kroz ravni vodič teče struja /,. Izračunajte energiju 
koju je potrebno utrošiti na pomicanje okvira iz položaja definiranog sa x, u polo- 
žaj X. ' ' 


Zadano je: Z=9A, L=1A, h=10cm, h=20 cm, x,==10 cm, #220 cm. 
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Rješenje 


Da bismo pomaknuli okvir iz položaja danog sa x, u položaj x,, moramo utrošiti 
energiju kako bi savladali privlačnu silu struje 7,. Količina utrošene energije bit će 
jednaka izvršenom radu. 


* Na pomicanje stranica be te ad.ne trošimo energiju, jer je magnetska sila koja na 
njih djeluje okomita na izvršeni pomak. Za pomicanje stranice ab moramo utro- 
šiti energiju, a stranica cd se zbog djelovanja sila polja ,pomiče“ u željenom pravcu. 
Kako je : 


dA=F . dx=F dx cos a 


a 
F=L.4,.B 
i 
I, 
B= 2 
“o KE 
dobivamo: 
Za 
da= [ME 4 Ja 180" Uo UREE E a 
2 x % 
4% 
odnosno 
ZH, 


E ato Po da hi aka. 
2 x 2n PA 
ZH 


Izvršen rad iznosi: 


PE a S _Mo"Doda'd in Za Cath) 
2n X (Ke-Hl,) 

i jednak je utrošenoj energiji. sa 
3.112. Kvađratni metalni okvir (a==5 cm) leži u istoj ravnini s dvožilnim zračnim 
vodom. Kroz vodiče teče struja I u suprotnim smjerovima, a kroz metalni okvir 
struja veličine 21. Dvije stranice okvira usporedne su s vodovima. Na kojoj se 
udaljenosti x od lijevog vodiča mora nalaziti okvir da rezultirajuća mugnetska sila 
zračnog voda na okvir bude jednaka nuli? 


Sl. 3.112. SI. 3.113. 
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3.113. Odredite silu kojom kružna petlja djeluje na element dx ravnog vrlo dugog 
vodiča, ako taj vodič prolazi kroz središte petlje. Kroz ravni vodič, koji je okomit 
na ravninu petlje, teče struja: /,, a kroz petlju 1... 


3.114. Bakreni prsten polumjera 20 crn nalazi se u homogenom magnetskom polju 
indukcije 0,8 T smjera prema slici 3.114a). Kroz prsten teče struja od 20 A. 
Izračunajte iznos i smjer sile kojom magnetsko polje djeluje na označene 
elemente prstena dužine 1 cm. 


Ponovite račun za slučaj kada prsten u magnetskom polju zauzima položaj prema 
sl. 3.1146). 


Sl. 3.114. a, b 


3.115. U homogenom magnetskom polju nalazi se vodljiva petlja malih dimenzija. 
Kroz petlju teče struja 7. Zadan je moment kojim polje djeluje na petlju. Uz pret- 
postavku da petlja svojom prisutnošću ne mijenja oblik polja, odredite veličinu 
vektora jakosti magnetskog polja. : 
Zadano je: I=100mA, a=2cm, b=1 cm 


M=0,314 - 10-5 Nm, «==30". 


SI. 3.115. 


Rješenje 
Ako su dimenzije petlje male, a struja kroz petlju također mala, možemo pretposta- 


viti da petlja svojom prisutnošću ne mijenja magnetsko polje. Magnetsko polje. 


djeluje na petlju silama koje se manifestiraju momentom vrtnje. Petlja se nastoji 
postaviti u polju tako da kroz nju prolazi maksimalni tok. Veličina momenta dana 
je ovom relacijom: 


M=F -a=Ib-p: Hrsina a, 
M=5:I:m:Hy 
Hi=H .sin«. 


odnosno: 


gdje je 
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.Ako uzmemo u obzir orijentaciju strujne petlje u polju, izraz za moment glasi: 
> > -> 
M=p,XH, 
gdje je 
Pi=M'1:S-.n. 
Postojeće polje sila možemo karakterizirati vektorom jakosti magnetskog polja 


H, a moment vrtnje strujne petlje može nam poslužiti kao mjerilo za jakost mag- 
netskog polja. j 


Uz zadane podatke jakost magnetskog polja iznosi: 
A 


H=2,5 :10%——., 
cm 


3.116. U homogenom magnetskom polju indukcije B nalazi se metalni okvir kroz: 
koji teče struja /. Ravnina okvira okomita je na silnice polja. Moment rotaci'e 
koji djeluje na metalni okvir iznosi: 

a) M=0 

b) M=B -I-a 

cd) M=B-I-.b 

d)M=2.B -I-a 

B-I-a : 
2“ SI. 3.116. 


Bra 


3.117. Uz jedan kraj zavojnice kroz koju teče struja stavili smo magnetsku iglu 
koja je uslijed momenta kojim magnetsko polje zavojnice djeluje na iglu zauzela 
položaj prikazan slikom. Struja ulazi u zavojnicu 'na stezaljku: 


a) 1 
b) 2 i BraPin : ši 


S1. 3.117. i i h a 


3.118. Iznad magnetske igle, koja je uslijed djelovanja magnetskog polja Zemlje 
usmjerena u pravcu magnetskog meridijana, nalazi se ravni dugi vodič. Kada kroz 
vodič poteče struja u pravcu jug-sjever, sjeverni kraj magnetske igle. otklonit će se na: 


a) istok 
b) zapad 
C) jug. N 


Pa 4 


S1. 3.118. S 
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ž 
: / 3.119. Pravokutni okvir kroz koji teče struja I nalazi se u homogenom magnetskom 


polju. 

a) Odredite sile koje djeluju na pojedine stranice okvira. 

b) Izračunajte magnetski moment kojim zadano polje djeluje na okvir. 
Zadano je: B=I T, I=1A, a=30cm, b=20 cm, a==60". 


xx x x mx x x 


SI. 3.119. a, b 
3.120. Kroz vodljivu kvadratnu petlju teče struja 7. Ukupno djelovanje sila vlastitog 
magnetskog polja petlje je takvo da one nastoje: 
a) translatirati petlju —— 
b) zarotirati petlju | 
€) smanjiti površinu petlje 


(dl) novećati površinu petlje. 


== 
SI. 3.120. 1 
3.121. Pravokutni zavoj žice ima masu 0,1 g/em i može se okretati bez trenja oko 
stranice ab. Struja kroz zavoj iznosi 10 A. Odredite vrijednost i smjer magnetskog 
polja paralelnog osi y koje će primorati zavoj da se zakrene nagore tako da njegova 
ravnina načini kut od 37 s ravninom yz. ne 
Zadano je: h=ad=be=6 cm, Q=ab=cd=8 cm. 


SI. 3.121. 
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LI. 


3.4. ELEKTROMAGNETSKA INDUKCIJA 


3.4.1. KRETANJE VODIČA U MIRNOM MAGNETSKOM POLJU 


3.122. Stranica AB pravokutnog okvira izvedenog iz bakrene žice promjera d 
i vodljivosti x kreće se brzinom vu homogenom magnetskom polju indukcije B. 
Magnetsko je polje okomito na površinu okvira. 
Odredite: a) veličinu induciranog napona 
b) struju kroz okvir kada je položaj stranice AB definiran sa 4==300 mm 
€) mehaničku silu potrebnu za kretanje stranice. 
Sm 


Zadano je: d=2mm, x==57 27, v=6-"-, B=0,5T. 
mm? sek 


, 
/ 
Z 
4 
Ž 
Z 
4 
Ž 
Žž 
4 
Ž 
ž 
ž 


Sl. 3.123. 


3.123. U homogenom magnetskom polju indukcije B=1,2 T kreće se kratki ravni 
vodič dužine /==1m konstantnom brzinom v=10 m/sek. ' 

Ako je R»=0,1 2, a otpor tračnica i vodiča zanemariv, odredite snagu koja se troši 
na omskom potrošaču. 

3.124. Koliki se napon inducira u vodiču koji se kreće brzinom v=20 Qi 
danom smjeru? B==0,12 T, I=1 m. sek 

a) 40,24 V 
b) u;:=24 V 


ORO Hai 
d) 44==0,024 V 
€) 14=2,4 V. “ 


SI. 3.124. 


3.125. Vodljiv štap aktivne dužine / (m) kreće se u homogenom magnetskom polju 
indukcije B (T) pod djelovanjem mebaničkog opterećenja G (N). Otpor strujnog 
kruga je R(Q). 
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Brzina štapa iznosi: 


B2.12 
a) v= 
R-:G 
b) ze G 
B. 
B2.G 
C) v= 
R.R 
dao: 
BP SI. 3.125. 
R-G-B 
€) v=———, 
B? 


3.126. Kratki metalni vodič dužine / i otpora R, spojen je preko metalnih tračnica 
na električni izvor. Vodljiva kontura nalazi se u homogenom magnetskom polju 
indukcije B, koje je okomito na njezinu površinu. Otpor tračnica i unutarnji otpor 
izvora zanemarujemo. Kojom se brzinom kreće metalni vodič ako on mora svladavati 
opteretnu mehaničku silu od Fr=10 N? 


Zadano je: I/=2m, E=18 V, Rp=0,4 2, B=1 T. 


Sl. 3.126. 
Rješenje 
Na ovom primjeru objasnit ćemo princip rada električnog motora, Električni izvor 
kroz vodljivu konturu tjera struju koja preko elektromagnetske sile: 
F=I-I.B 
uzrokuje kretanje vodiča. Posljedica kretanja vodiča je inducirani napon između 
njegovih krajeva: X 
e=B -1.v. 
Prema drugom Kirchhoffovom zakonu, možemo danu konturu opisati relacijom : 
E—e=I M Rp 
odnosno: 


; Ry Ro ; 
Promotrimo trenutak kada se vodič počeo kretati. U tom trenutku je brzina vodiča 
jednaka nuli i struja u konturi iznosi: 


h=Č45 A. 
RH, 
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Pripadna elektromagnetska sila iznosi: 

Fo=1l,:1:B=90N. 
Osnovni uvjet koji mora zadovoljiti dani sistem glasi: 
' F>Fr 


tj. početna elektromagnetska sila mora biti veća od opteretne mahaničke sile, jer 
se u protivnom vodič ne bi pokrenuo. U našem primjeru taj je uvjet zadovoljen. 
Vodič se počinje kretati, njegova brzina Taste, što rezultira smanjenjem struje u 
krugu. Smanjenje struje izaziva smanjenje elektromagnetske sile. Ovaj proces 
teče tako dugo dok se elektromagnetska i mehanička sila ne izjednače: 


' F=Fr=10N. 
Tada i brzina kretanja vodiča postaje konstantna. Struja u krugu iznosi: 
| I o 5A, 
BI 
a inducirani napon u vodiču: 
e=E—]I-Rp=16V. 


Brzina vodiča, prema tome, iznosi: 


Promotrimo na kraju i bilancu snaga: 
E-.I=e:I+I?%.Rp 
90 W=80 W--10 W. 


Energija koju daje električni izvor većim se dijelom troši na vršenje mehaničkog 
rada, a manjim na toplinske gubitke u električnom krugu. 


3.127. Model zajedničkog rada istosmjernog generatora i istosmjernog motora 
prikazan je na slici 3.127. Zadani su slijedeći podaci: 

a) Za generator (kratki ravni vodič A, koji se kreće pod djelovanjem vanjske me- 
haničke sile): 


Rg==0,017 9 

B,==0,20 T motor 
G=im I 
v4==35 mjsek g moe / 


SL. 3.127. > 8 
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b) Za motor (kratki ravni vodič B): 
Rm=0,088 
Bn=0,1 T. 
l,=2m 
Vm==18 mjsek. 


Otpor tračnica zanemarivo je 4malen. 

Odredite: a) struju u krugu 
b) napon između krajeva vodiča B, tj. napon stezaljki motora 
c) mehaničku snagu privedenu motoru. 


3.128. Motor, diže uteg težine G. Ako povećavamo težu na 2G, mehanička sila 
motora će se: 


a) povećati 
b) smanjiti 


c) ostati ista. 


Sl. 3.128. 


3.129. Voltmetar je preko krutih vodova priključen na ktajeve vodiča izvedenog 


u obliku slova Z. Vodič i volanstji kreću se zajedno u homogenom magnetskom 


polju konstantnom brzinom V. Ako se u dijelu vodiča između točaka A i B inducira 
napon od | mV, koliki napon mjeri voltmetar? 


Sl. 3.129. S SL, 3.130. 


3.130, Metalni štap translatira konstantnom brzinom v==2 m/sek u magnetskom : 


polju ravnog dugog vodiča kroz koji teče struja /==40 A. Odredite veličinu i i polaritet 
napona koji se inducira između krajeva štapa. 
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L. 


3.131. Kratki metalni štap dužine / udaljen je za d od vrlo dugog ravnog vodiča 
kroz koji teče struja /. Štap je usporedan s podičem. U trenutku t=0 štap počinje 


EN 
translatirati konstantnom brzinom v. Odredite analitički izraz koji daje ovisnost 
induciranog napona u štapu o udaljenosti x: 


e=f(x)=? 


Rezultat prikažite grafički. 


S1. 3.131. a 


3.132. Kratki ravni vodič dužine /=1 m krene udesno iz stanja mirovanja u tre- 

nutku £==0 iz položaja x==0 i kreće se paralelno sa samim sobom u smjeru okomitom 

na magnetsko polje indukcije B=1 T. Posljedica kretanja vodiča je inducirani 

napon na njegovim krajevima, prikazan dijagramom na sl. 3.132b). 

Nacrtajte dijagram funkcije puta vodiča x==f (£), unesite u dijagram karakteristične 
* vrijednosti te odredite položaj vodiča u trenutku z==4 sek. 


SI. 3.132. a, b 


3.133. Metalni disk rotira u homogenom magnetskom polju kutnom brzinom 
€. Kut između osi diska i silnica magnetskog polja je «. 


Odredite napon radijalno induciran u disku. 
Zadano je: D=500 mm, Z=10 mm, B=0,1T, n=3000 okretaja/min, «==60". 
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SI. 3.133. 


3.134. Metalni disk radijusa r, rotira oko svog središta u magnetskom polju induk- 
cije P, okomitom na površinu diska, konstantnom brzinom .. 

Odredite struju kroz otpor R. 

Zadano je: B=1 T, n=1800 o/min, r,=0,1 m, R=1 9. 


x PI x a 
* x 
x x x ša 
Do 
> 
x 8 
od SI. 3.134. S1. 3.135. SI. 3.136. 


3.135. Vodljiva petlja površine $==512 cm? i otpora R=10 92 nalazi se u homoge- 
nom magnetskom polju indukcije B=0,8 T. Kolika je srednja vrijednost struje 
u petlji ako ona u jednoj sekundi zarotira iz položaja okomitog na smjer magnetskog 
polja u položaj definiran sa a==60", 


3.136. Okrugli zavoj žice radijusa r==4 cm rotira sa 1800 o/min oko svog promjera 
okomitog na homogeno magnetsko polje indukcije B==0,5 T. Kolika je trenutna 
vrijednost napona induciranog u zavoju u trenutku kada on s magnetskim silnicama 
zatvara svojom normalom kut od 30%? 
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3.137. Kvadratni okvir izveden od dvaju zavoja tanke žice rotira u homogenom 
magnetskom polju konstantnom kutnom brzinom &. Os rotacije okvira okomita 
je na vektor magnetske indukcije B. Zajedno s okvirom rotiraju i dva vodljiva 
poluprstena, s kojih kliznim kontaktima X privodimo napon potrošaču R. Između 
poluprstenova nema galvanske veze. Nacrtajte valni oblik struje kroz potrošač R. 


Ako kutnu brzinu okvira & povećavamo na 2, maksimalna vrijednost struje 
kroz potrošač će: 


a) porasti 
b) ostati ista 
c) smanjiti se. 


SI. 3.137. a 


3.138. Kvadratni okvir načinjen od dvaju zavoja tanke žice rotira u homogenom 
magnetskom polju konstatnom kutnom brzinom o. Os rotacije okvira okomita je 


na vektor magnetske indukcije B. Zajedno s okvirom rotiraju i dva vodljiva prstena, 
s kojih kliznim kontaktima X privodimo napon inđuciran u okviru omskom potro- 
šaču R. U trenutku £==0 okvir je svojom površinom okomit na smjer vektora induk- 


cije B. 

Nacrtajte: 

a) dijagram vremenske promjene magnetskog toka kroz okvir 
b) dijagram vremenske promjene napona na potrošaču R 

c) dijagram vremenske . promjene struje kroz potrošač R. 


SI. 3.138. a 
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3.42. VODLJIVE KONTURE U VREMENSKI PROMJENLJIVOM. 
MAGNETSKOM POLJU kai 


3.139. Permanentii magriet translacijom približavamo vodljivom prstenu. Smjer 
induciranog magnetskog polja prstena: 


a) odgovara nacrtanom smjeru 
b) suprotnog je smjera od nacrtanog 


c) inducirano magnetsko polje prstena ne po- 
stoji. 


SI. 3.139. 


3.140. Da bi se napon induciran u zavoju mijenjao s vremenom prema dijagramu 
na sl. 3,140a), mora se magnetski tok kroz zavoj mijenjati prema dijagramu na 
sl. 3.140b):. 


a) A $(t) 

b) B ' 

€) C > u(t) 
d)D 
e) E. 


c “b) 
SI. 3.140. a, b 
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3.141. Uslijed vremenske promjene magnetskog toka kroz zavojnicu, između 
njezinih krajeva javlja se napon prikazan dijagramom na sl. 3.141). Nacrtajte 
dijagram vremenske promjene magnetskog toka u: zavojnici iu dijagram unesite 
karakteristične vrijednosti. Zavojnica ima N=50 zavoja, 


SI. 3.141. a, b 


Rješenje 


Vremensku promjenu magnetskog toka kroz zavojnicu 


promatramo u vremenskim intervalima: 


1) 0O<:<2s: 
t 


e=— 1. (_100d=2:. 
50 


U trenutku t=2s magnetski tok kroz zavojnicu iznosi 4 Vs 
2) 2s<t<3s: 
3 
1 
= ——- 'I=4—4r 
o 4+ ri | 200) t, 
0 ž 
gdje je: 
'=t—2, 
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tako da je zat==3 s magnetski tok kroz zavojnicu jednak nuli, Dijagram vremenske 
promjene magnetskog toka u zavojnici dan je na sl. 3.141b).) 


3.142. Kroz zavojnicu od N==20 zavoja prolazi periodski promjenljiv magnetski 
tok. Vremenska promjena magnetskog toka u zavojnici prikazana je na slici. Amplitu- 
da toka iznosi ?,,,==8 : 10% Vs. Nacrtajte valni oblik napona induciranog u 


ž 1 
svitku i odredite njegove karakteristične vrijednosti, ako je e S. 


S1. 3.142. a 


3.143. Odredite inducirani napon i jakost struje u svitku N=800 zavoja i 
otpora Rz==8 (2 uz pretpostavku da se magnetski tok od &=0,002 Vs po zavoju 
obrne u vremenu od 0,2 s. Zavojnica je premoštena otporom R,=12 £ 


S1. 3.143. 


3.144. Magnetski tok u zavojnici smanjuje se s vremenom po zakonu danom tabli- 
com: 


STETU 


P$(Vs) | 32 | 21 | 22 | 17 | 12 


U kojem od naznačenih vremena (t=0s, t=2s, t=3s, £==4 s) napon induciran 
u zavojnici ima najveći iznos? 


1) Isti napon dat će i bilo koji drugi tok $, nastao paralelnim pomicanjem dobivene krivulje gore 
ili dolje (integracijska konstanta). 
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e Kroz zavojnicu sa Nj==2 zavoja prolazi vremenski promjenljiv magnetski 
tok: 
$1==0,21+1 Vs 


* uzrokovan strujom €, (t) zadanog smjera. Magnetski tok: 
: P,=—0,52:+4 Vs 


kniga zavojnicom sa N,==3 zavoja i posljedica je struje £, (2), smjer koje je također 
zadan. 


Koliki je napon Ug» između stezaljki a i b u vremenskom intervalu 0O<t<6s? 
lji 


SI. 3.145. SI, 3.146. 


3.146. U homogenom magnetskom polju, indukcija koje se s vremenom mijenja 
po zakonu: : 
B=0,05 + e-1% 'T, 


TE se vodjiva petlja. Površine S,=2,5 cm? i S,=2 cm? okomite su na silnice 
polja. 


Odredite napon induciran u petlji. 


3.147. Simetrično s obzirom na ravni dugi vodič smještena su dva jednaka zavoja, 
namotana od jednog komada žice. Površine zavoja i ravni vodič nalaze se u istoj 
ravnini. Uslijed smanjenja struje kroz vodič javlja se u zavojima inducirani napon. 
I Zavoji su namotani prema sl. 1.147a). Ako napon induciran u jednom zavoju 
iznosi e, ukupni inducirani napon između 


stezaljki 1 i 2, e,» iznosi: i(t) i(t) 

2) eg=—2e | 

b) eg=—e 

C) &2=0 

d) eg= ! 
€) eu=2e. : 2 


Koji je od navedenih odgovora točan? 


SI. 3.147. a, b a) bj) 
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d 
i 
| 


2. Ako su zavoji namotani prema sl, 3 1476); ukupni inducirani napon eg iznosi: 


a) €2= zida 


b) &2=—e 


. c) eo=0 


d) ep=e 
e) €=2€ 
3.148. Tanka zavojnica oblika pravokutnog. trokuta (N==10) nalazi se u ravnini 


vrlo dugog ravnog vodiča. Kroz vodič teče struja koja se s vremenom mijenja po 
zakonu: ' ' 


i()=2,31 sin 105. 


Ako je a=b=c=10cm, odredite vremenski promjenljiv napon u (2) induciran 
u zavojnici. 


I 


SI. 3.148. SI. 3.149. ' 


3.149. Između dva duga ravna vodiča, koji se nalaze na konstantnoj udaljenosti 
5a, nalazi se metalni okvir. Kroz vodič teku struje I, odnosno 21. Koliki će se napon 
inducirati'na stezaljkama okvira ako struju 27 svedemo na nulu u vremenu t==1 s? 
Zadano je: I=6A, a=30 cm. 


3.150. Pravokutna zavojnica sa N zavoja leži u ravnini dugog vodiča. Stranice b 
zavojnice usporedne su s vodičem. Vremenska promjena struje kroz vodič dana 
je dijagramom. Odredite iznos induciranog napona u zavojnici. 


Zadano je: a=24cm, b=162 cm, c=12cm, N==250. 


SI. 3.150. 
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3.43. INDUKTIVITET 1 MEĐUINDUKTIVITET 


3.151. Kroz zračnu zavojnicu od N=10 zavoja induktiviteta L=0,1 mH teče 
struja I==1 A. Ako zanemarimo rasipanja, magnetski tok u zavojnici iznosi: 


Da) P=10-5 Vs 
b) P=10-“Vs 
c) $=10-5 Vs 
d) $=105 Vs 
e) $P=105 Vs. 


3.152. Nacrtanim dijagramom P=f(N 7) zadane su tri zavojnice sa N zavoja i 
jezgrama od neferomagnetskog materijala. Najveći induktivitet ima zavojnicu: 


: 8) A 
b)B 
o) C, 


SI, 3.152. 


3.153. Zadana je zavojnica s jezgrom od neferomagnetskog materijala, induktivi- 
teta LZ. Nacrtajte kvalitativno dijagram vremenske promjene: 


a) struje kroz zavojnicu, ako je zadan valni oblik napona između njenih krajeva 
(sl. 3.1534) ' 


b) napona između krajeva zavojnice, ako je zadan valni oblik struje kroz zavojnicu 
(sl, 3.153b). 


SI. 3.153. a, b 


3.154. Kroz gusto namotanu zračnu zavojnicu kružnog presjeka teče struja. Za- 
dane su dimenzije zavojnice: dužina /=13cm, površina presjeka S==4 cm? te 
broj zavoja N=200. Odredite induktivitet zavojnice. 


3.155. Zadana je zavojnica induktiviteta Z==0,02 H, ukupnog otpora žice R==6 f2. 


Struja kroz zavojnicu jednoliko raste brzinom od 100 ru Odredite napon između 
Pika je 
Krajeva zavojnice za trenutak kada struja: kroz zavojnicu iznosi 19 A. 
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3.156. Promotrimo još jednom prethodni zadatak. Struja kroz zavojnicu, umjesto 

da raste, pada brzinom od 100 —. Induktivitet i otpor zavojnice zadani su prethod- 
(s 

nim zadatkom. Napon između krajeva zavojnice, za trenutak kada kroz zavojnicu 

teče struja od 19 A, iznosi: 


a) 112 V b) 114 V c) 116 V. 
3.157. Zadan je šuplji bakreni vodič unutarnjeg radijusa Ry i vanjskog R2. Odredite 


induktivitet unutar vodiča po jedinici dužine uz pretpostavku da je gustoća struje 
jednaka po čitavom presjeku. 


Zadano je: Ri=2 cm, R,==3 cm. 

3.158. Vodiči zračnog voda radijusa r nalaze se na udaljenosti d. Odredite ukupni 
induktivitet po jednici dužine zračnog voda. 

Zadano je: d=40 cm, r==2 cm. 

3.159. Ako vodiče zračnog voda postavimo na dvostruko veći međusobni razmak, 
induktivitet voda će: 

a) porasti b) ostati isti c) smanjiti se. 

3.160. Uz zanemarenje doprinosa vanjskog cilindra odredite ukupni induktivitet 
po jedinici dužine koaksijalnog kabela. Radijus unutarnjeg vodiča je 7,, a unutarnji 
radijus vanjskog vodiča 7,. 

Zadano je 112,6 mm, "229,5 mm. 


3.161. Zavojnice L, i L, namotane su na zajedničku jezgru od neferomagnetskog 
materijala. Ukupan magnetski tok zavojnice L, prolazi i kroz zavojnicu Zo. Nakon 
otvaranja sklopke S struja kroz zavojnicu L, past će na nulu nakon 0,000 5 sekundi. 
Kolika je prosječna vrijednost napona koji se za promjene struje kroz zavojnicu 


* L, javlja između otvorenih stezaljki 1—1? 


Zadano je: R;=6 2, N,=100, N,==1500, L,=0,9 mH. 


o 


SI. 3.161, : Sl. 3.162. 


3.162. Kako glasi relacija za koeficijent međuindukcije sistema zadanog slikom? 
Ravni dugi vodič i vodljiva pravokutna petlja nalaze se u istoj ravnini. 
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3.163. U ravnini dugog ravnog vodiča kroz koji teče struja / nalazi se metalni 
okvir oblika trokuta. Odredite koeficijent međuindukcije između vodiča i okvira, 


Zadano je: a=2cm, b=c=3,42 cm. 


SI. 3.163. 


3.164. Odredite analitički izraz za koeficijent međuindukcije M između toroidalne 
zavojnice sa N zavoja i ravnog dugog vodiča koji prolazi kroz njezinu os. Jezgra 
zavojnice je od neferomagnetskog materijala i kvadratnog je presjeka. 


i 
d 


Ž ŽU 


i 
SI. 3.164. 


3.165. Između dvaju ravnih dugih vodiča kroz koje teče struja I nalazi se tanka 
zavojnica kružnog presjeka sa N zavoja. Zavojnica se nalazi u ravnini vodiča. Od- 
redite analitički izraz za koeficijent međuindukcije između ravnih vodiča i zavojnice. 
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83.166. Žadane su dvije zračne linije I i II kroz koje teku konstantne struje I 
odnosno 1, naznačenog smjera. Dimenzije vodiča mnogo su manje od njihovih 
međusobnih udaljenosti. Kako glasi izraz za koeficijent međuinđukcije između 
zadanih zračnih linija? 


Uj 


SI. 3.166. a, b, c 


Rješenje ' 
Koeficijent međuindukcije sistema. izračunat ćemo .relacijom M=2 
' 1 


12 


Do magnetski tok kroz petlju linije. II izazvan strujom u petlji linije.I. Kako pro- 
matramo kvazistacionarno magnetsko polje, možemo primijeniti princip super- 
pozicije. Prema tome, promatramo odvojeno ulančanje toka uzrokovanog strujom 
— 1,» odnosno strujom ++1,. Algebarskim zbrajanjem ovih dvaju tokova dobivamo 
ukupni magnetski tok kroz petlju linije II. 
Uz pomoć slike 3.1666) možemo pisati: 
ma.a 
di= (dei, 


Za 


d&;=B -dS=u, = dr 


Tr 
$, lipi .in R A 
2m Ri. 
Tsto tako, imajući na umu (sliku 3.166c), možemo pisati: 
2, - jan ' 
E "A 
32* 339 


» gdje je 


Tr 
mE o KR N 
2T R, 
Budući da se tokovi Đ, i $, međusobno potpomažu, algebarski ih zbrajamo: 
Po=2P1+9, 
b,=" dia, : li R, +Hln 22 
2T Ri R, 
2,-m4 dide mA ai 
2n RR 
Izraz za koeficijent međuindukcije zračnih linija glasi: 
M= Mo :Ž .In R: RU Re gr 
2 Ri:R 
ili po kilometru dužine linija: 
M=te10 go RiR_H 
2T M RIR, km 
M=2-:10-*-in nu H 
RiR» km 


Na osnovi gornjih relacija možemo za bilo koji međusobni položaj zračnih linija 
izračunati njihov međuinduktivitet, a time i utjecaj jedne linije na drugu. 


3.167. Zadane su dvije zračne linije AB i CD kroz koje teku struje u označenom 
smjeru. Dimenzije vodiča mnogo su manje od njihove međusobne udaljenosti. 
Koliki se napon inducira u liniji CD zbog kratkog spoja u liniji AB, ako struja 
kratkog spoja u liniji AB raste linearno brzinom od 10000 A u svakoj 0,01 sekundi? 
Zadatak riješite za 1 km dužine zračnih linija. 


SI. 8. 167. 


3.168. Dvije linije AB i CD nalaze se u | “neposrednoj blizini. Vodiči linija među- 
sobno su paralelni. Skicirajte takav raspored vodiča linije uz koji promjena elektri- 
čne struje u jednoj neće inducirati napon u drugoj liniji. 
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3.169. Vodiči A i B linije za distribuciju električne energije te vodiči C i D linije 
za vezu smješteni su na istom stupu. Odredite međuinduktivitet linija. Uslijed 
kratkog spoja na liniji za distribuciju energije struja u njezinim: vodičima raste 
brzinom od 5000 A u svakoj 0,01 sekundi. Odredite inducirani napon u liniji za 
vezu. Zadatak riješite za 1 km dužine vodiča. : Mjere na slici dane su u milimetrima, 


SI. 3.169. 


3.5. MATERIJA U MAGNETSKOM POLJU 


3.5.1. FEROMAGNETIZAM 


3.170. U praznom prostoru rasprostire se homogeno magnetsko polje indukcije 


Bi i jakosti H,. U polje unosimo komad razmagnetiziranog feromagnetskog materi- 
jala. Magnetska indukcija u feromagnetskom materijalu bit će u odnosu na magnetsku 


indukciju polja u praznom prostoru : 
Zia. E 
== 


Elementarne strujne konture materije orijentiraju se pod djelovanjem sila vanjskog 
polja. Magnetska indukcija u feromagnetikumu povećana je za iznos vektora mag- 


a) manja 
b) ista 
c) veća. 


Si. 3.170. 
Rješenje 


netske polarizacije By, koji je posljedica dodatne magnetske uzbude uzrokovane 
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Pu ane 


elementarnim strujama materije. U feromagnetikumu se vanjsko polje i polje 
elementarnih struja potpomažu. Magnetsko polje u feromagnetikumu opisujemo 
relacijom: 


B=pu, . H-+Bn. 


3.171. Ako u homogeno magnetsko polje indukcije B unesemo šuplju željeznu 
kuglu debljine stijenke d, magnetska indukcija će se u prostoru unutar kugle po 
veličini: 


a) smanjiti 
b) ostati ista 


c) porasti. 


£f (44 86 B 
———————— e 
E oj hi 
\ e / ji 
—— s > 
H 
SI. 3.171. Sl. 5.172. 


3.172. Središtem torusa iz feromagnetskog materijala prolazi ravni vrlo dugi vodič 
kroz koji teče struja /. Magnetski materijal torusa definiran je krivuljom početnog 
magnetiziranja. Relativne permeabilnosti u naznačenim točkama torusa u slijedećem 
su odnosu: 

a) A>pB>EO 

b) MaZ=uB=uc 

€) PAZ uB<AC. 

d) ne može se odrediti 

3.173. Dugi ravni vodič nalazi se u središtu tankog cilindra izvedenog iz materijala 
krivulja početnog magnetiziranja kojeg je dana dijagramom na slici 3.30c). Uz 
pretpostavku da je magnetsko polje u cilindru homogeno, izračunajte relativnu 
permeabilnost materijala cilindra.. Kroz vodič teče struja I=100A. 


Zadano je: Z=100 A, r==5 cm. 
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Rješenje 


Uz pretpostavku da je magnetsko polje u cilindru homogeno te uz zadanu struju 
vodiča, jakost polja u cilindru iznosi: 
I =318 gb 5 


H= 
, 2.r.m m 


a pripadna indukcija praznog prostora na mjestu gdje se nalazi cilindar: 
B=n 'H=4-:10+*T. 
Iz B=f(H) dijagrama zadanog materijala, uz zadanu jakost polja H=318 za 
dobivamo vrijednost indukcije u cilindru: m 
B=17T. 


Relativna permeabilnost materijala uz: zadanu uzbudnu struju iznosi: 


B 
=-—=4 250. 
sira 


3.174. Magnetski tok kroz željeznu jezgru torusa iznosi P=2 + 10-5 Vs, a struja 
u zavojnici /==32 mA. 


Izračunajte: 

a) Magnetsku indukciju u torusu 

b) Jakost magnetskog polja 

c) Permeabilnost u i relativnu permeabilnost ur magnetskog materijala 
d) Veličinu vektora magnetske polarizacije + 

e) Induktivitet torusa. 

Zadano je: I=32mA, P=2 -:10-5Vs, 4==30 cm, S=1 cm2, N=300. 


LH 


h A bh 
HH Ha 


Sl. 3.174. SI. 3.175. 


3.175. Zadana je zavojnica s jezgrom iz feromagnetskog materijala. Feromagnetski 
materijal zadan je B=f(1) dijagramom. Kada kroz zavojnicu teku struje lo» la 
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ili Z,, induktiviteti zavojnice iznose Lj, L, odnosno L,, i nalaze se u slijedećem 
odnosu: 


rene. dts 
b) Ži=L;eE, d) L=L>La 


8.176. Zadan je torus s jezgrom iz feromagnetskog materijala. Uz zadanu krivulju 
prvog magnetiziranja materijala jezgre, promjena induktiviteta torusa sa strujom 
kroz zavojnicu torusa dana je dijagramom na sl. 3.176: 


a) A B 

b) B 

e) C 

d)D. _ 4 
H 


SI. 3.176. 


3.177. Zadane su dvije zavojnice namotane u obliku torusa. Jedna je bez željeza, 
a druga ima željeznu jezgru. Što će se dogoditi s induktivitetima ako i jednoj i 


drugoj zavojnici udvostručimo broj zavoja, a struja nakon prematanja ostane ne- 
promijenjena ? ? 


B,-8, 


0 H HM : H, 
SI. 3.177... 
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Rješenje 
Induktivitet zavojnice bez željeza iznosi: 
: 2 
Lo NP Ne 
I Rm 


a kako su dimenzije torusa (Z, S) konstantne, i magnetski je otpor Rm za zračnu 
zavojnicu konstantan. Prema tome: 


L=k .N?,. 
a ako udvostručimo broj zavoja: 


U =k + (Q2N)Y?= 
induktivitet zavojniće će se povećati četiri puta. 
Promotrimo sada uz pomoć zadane aproksimirane krivulje željeznu jezgru. U 
području definiranom sa OSH<H, možemo dopustiti linearnost između Bi H. 
Uz udvostručenje broja zavoja jakost polja H, a zbog linearnosti, i magnetska in- 
dukcija B se, udvostručuju. U tom području induktivitet uz 2N zavoja iznosi: 
2+N:2.Q 


peso ak 
i I 


Induktivitet je porastao za četiri puta. 
Pretpostavili smo, međutim, da je u području H,SH<H, indukcija konstantna, 
tako da ovdje induktivitet zavojnice nakon udvostručenja broja zavoja iznosi: 


ž 2N Đ 


L,= ==2L, 


U području didi sa H<H=H, uz udvostručenje broja zavoja induktivitet 
će poprimiti vrijednost: 


2IL<L,<4L. 


Razmatranja smo proveli uz pretpostavku da i nakon udvostručenja jakosti polja 
ostajemo u istom području zadane krivulje. 


3.178. Na feromagnetski torus namotane su dvije zavojnice N, i N,. Kroz zavojnicu 
N, teče konstantna struja 7. Ako međuinduktivitet između zavojnica iznosi M= 
=3,14 mH, kolika je relativna permeabilnost magnetskog materijala pri zadanoj 
struji 7% Rasipanja magnetskog toka su zanemariva. 


Zadano je: &==20 cm, S==5 cm?, N,=10, M100, M=3,14mH. 


SL 3.178. 
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3.179, Zadan je torus od feromagnetskog materijala Hipersil M-6x (/4;==20 cm, 
S=3 cm2). Uzbudna zavojnica, jednoliko namotana-na torus, ima N==100 zavoja. 
Magnetski tok u tcrusu iznosi P=3 + 10-* Vs. Koliki je iznos magnetskog otpora 
torusa pri danoj uzbudi? Kolika je promjena magnetskog otpora torusa ako uzbudu 
povećamo četiri puta? 


3.180. Zadana su tri u geometrijskom smislu jednaka torusa kvadratnog presjeka; 


jedan bez zračnog raspora, drugi sa zračnim rasporom širine 8,==0,8 mm, a treći ' 


sa zračnim rasporom širine 8,=8 mm. Magnetski tok u sve tri feromagnetske 
jezgre, izvedene iz istog materijala (dijegram na slici 3.30c), iznosi P=4,4 + 10-* Vs. 
Kolika je potrebna uzbudna struja za realizaciju zadanog magnetskog toka u 
svakom od triju navedenih slučaja? . 


Zadano je: D,p==0,233m, D,=0,273m, N =660. 


SI. 3.180. 


3.181. Nacrtajte za sva tri torusa iz prethodnog zadatka krivulje magnetskih ka- 
rakteristika $P=f(N I), polazeći od po volji zadanih vrijednosti magnetskih tokova 2. 


3.182. Za tri magnetska kruga u obliku torusa, s jednakim feromagnetskim jezgrama, 
srednje dužine 7, presjeka S te sa zavojnicama od N zavoja, dane su na slici magnetske 
karakteristike. Najveći raspor ima torus magnetske karakteristike: 


a) A DILA 
b) B 6.10“ 
€) C. 5.10“ 
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3.183. Tri magnetska kruga u obliku torusa zadana su na slici 3.182. magnetskim 
karakteristikama Č=f(N I). Uz u sva tri slučaja .jednaki tok _&, magnetski su 
otpori u slijedećem odnosu :. 

a) RA<Rs<Rco 


e) Ra=Rs=Roe 


d) Ra>Rs>Re. 

3.184. Zračni raspor u torusu s feromagnetskom jezgrom uzrokuje: 

a) smanjenje magnetskog otpora 

b) povećanje utjecaja željeza na magnetska svojstva kruga 

c) manje promjene permeabilnosti jezgre s veličinom uzbudne struje. 

3.185. Torus s jezgrom kvadratnog presjeka izveden je s tranformatorskim limom. 
Krivulje prvog magnetiziranja feromagnetskog materijala jezgre dane su dijagramom 
na slici 3.203b). Osamdeset osam posto jezgre torusa popunjeno je željezom, a ostatak 
otpada na izolaciju između limova. Uz zadane dimenzije torusa možemo pretpo- 
staviti da su silnice magnetskog polja u torusu jednake dužine. Na torus je jednoliko 
namotana zavojnica sa N zavoja kroz koju teče struja 1. ' 


Odredite magnetski tok u željezu te magnetski tok u izolaciji. 
Zadano je: /=0,5A, N=660, D,==0,233 m, D2=0,273 m. 


Rješenje 


Dio presjeka jezgre torusa koji je popunjen željezom iznosi: 
Sre==3,52 + 10-4 m2. 
Ostali dio popunjen je izolacijom : 
S41:0,48 - 10-4 mž. 
Jakost magnetskog polja u torusu, uz pretpostavku homogenosti, iznosi: 
H=415 Am. 
Pripadna-indukcija u željezu iznosi: 
Bre=1,25 T, 
a u izolaciji: 
B;=0,521 +: 10-3T.' 
Prema tome, magnetski tok u željezu iznosi: 
Dre=4,4 +101 Vs, 
a u izolaciji: 
D;=0,00025 + 10-4 Vs. 


Na osnovi ovog zadatka možemo zaključiti da u magnetskim krugovima s jezgrama 
iz željeznih limova možemo zanemariti polje u izolaciji. 


347 


3.186. Magnetski krug te smjerovi uzbudnih struja.zadani su slikom. Odredite 
iznos uzbude N, 1,, uz koju će magnetski tok u krugu iznositi B=6 - 10“ Vs. 


SI. 3.186. 


Uz iste smjerove uzbudnih struja te jednaku vrijednost magnetskog toka, ali uz 
suprotno namotanu zavojnicu N,, odredite iznos uzbude N, /,. Krivulja magneti- 
ziranja feromagnetskog materijala dana je dijagramom na slici 3.2036). 

Zadano je: /=20 cm, 50,046 cm, S=5 cm?, N, + 7,=400 AZ. 


3.187. Zavojnice N, i Na električne mreže prema slici izrađene su od iste vrste 
žice i imaju otpor Rz==0,01f2 po zavoju. Kolika mora biti vrijednost izvora napo- 
na E, da bismo u torusu postigli indukciju B=0 T? 

Zadano je: N,==60, N,=15, E,=15V. 


Sl. 3.187. 


3.188. Zadana su dva u geometrijskom smislu jednaka torusa. Jedan je torus 
izveden s jezgrom od neferomagnetskog. materijala, a drugi s feromagnetskom 


i(t) 


SI. 3.188. a 
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jezgrom. Na oba torusa jednoliko su namotane zavojnice sa N zavoja kroz koje 
teku jednake uzbudne struje £(t)=Iny sin ot. Nacrtajte za oba slučaja približan 
izgled B=f (1) dijagrama, uz uvjet da struje kroz zavojnice teku već duže. Označite 
na dijagramu točke koje pripadaju vremenima: 0, T/4, T/2, %,T, T. 


3.189, Nacrtajte B=f(H) dijagram feromagnetskog kruga torusa u kojem se 
uzbudna struja mijenja s vremenom prema dijagramu na sl. 3.189, uz uvjet da kod 
amplitude struje 14 magnetski krug nije u zasićenju. U trenutku z==0 feromagnetska 
jezgra torusa bila je razmagnetizirana. 


a) 
SI. 3.189. 


3.190.. Kako izgleda B=f (H) dijagram feromagnetskog kruga torusa kojem uzbudnu 
struju kroz zavojnicu mijenjamo prema dijagramu na slici 3.190? Za vrijednost 
struje / magnetski krug se nalazi u zasićenju, a u trenutku t=0 jezgra je bila raz- 
magnetizirana. Dijagram nacrtajte za vremenski interval O<t<r,. 


ite) 


t t 


a) 
S1. 3.190. 


3.191. Na torus s jezgrom od feromagnetskog matelijala srednjeg radijusa R na- 
motane su dvije zavojnice N, i N,. Karakteristika feromagnetskog materijala za- 
dana je slikom. Kroz zavojnicu N, teče sinusoidna struja € (1)==0,1 sin er. Magnet- 
sko polje u jezgri možemo smatrati homogenim. Nacrtajte kvalitativno valni oblik 
napona induciranog između krajeva zavojnice N.. 


. Zadano je: N,=400, R=1 cm, 2(0)=0,1 sin ot. 


Rješenje 
Vremenska promjena jakosti magnetskog polja u feromagnetskoj jezgri dana je 
relacijom : ; 
H OL (2 
' 2RT 


—H(1)=636 sin ot. 
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SI. 3.191. 


Amplituda jakosti magnetskog polja veća je od H,,, tj. polja u kojem dolazi do za- 
sićenja feromagnetskog materijala. Prema tome, vremensku promjenu jakosti 
magnetskog polja u intervalima T,St<T, i T,St<T, možemo smatrati line- 


Sl. 3.192. 
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arnom. Na slici 3.191. dana je vremenska promjena indukcije magnetskog polja te 
kvalitativni prikaz valnog oblika napona, induciranog između krajeva zavojnice N,. 


3.192. Na tanku feromagnetsku jezgru srednjeg radijusa r namotane su tri zavojnice 
N,, Nzi N,. Magnetska karakteristika jezgre zadana je slikom, isto kao i vremenska 
promjena struje in, (t) kroz zavojnicu N,. Kroz zavojnicu N, teče konstantna 
struja Ing u označenom smjeru. Kako se s vremenom mijenja magnetska indukcija 
polja u jezgri? Ako kroz zavojnicu N, ne teče struja, kako izgleda valni oblik napona 
induciranog između krajeva zavojnica N;? 


Zadano je: N,=314, N,=628, r=5 cm, Iya=800 mA. 


3.5.2. SLOŽENIJI MAGNETSKI KRUGOVI ' 


3.193. Magnetski krug zadan je slikom 3.193a). U zračnom rasporu širine 8, iz- 
mjerena je indukcija B,,, a u zračnom rasporu širine 8, indukcija B4,. Postavite 
jednadžbe I i II Kirchhoffovog zakona, potrebne za određivanje vrijednosti uzbuda 
NL te Na: Ia ž : 


Rješenje ' 

Na osnovi analogije električnih i magnetskih krugova možemo se prilikom rješavanja 
problema vezanih za magnetske krugove poslužiti metodom 1 i II Kirchhoffovog 
zakona. 

Prvi Kirchhoffov zakon za magnetske krugove posljedica je principa neprekinuto- 
sti magnetskih silnica, odnosno vrtložnog. karaktera magnetskog polja: 
"20=0. 


»Algebarska suma magnetskih tokovaru švakom čvoru magnetskog kruga jednaka 
je nuli“. : 

Drugi Kirchhoffov zakon za magnetske krugove zapravo je zakon protjecanja primi- 
jenjen na homogene magnetske strukture: 
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=a 


ožŽU,=EN 1, ) 


gdje je U, magnetski pad napona definiran relacijom : 
Un= | f -di=H.1 


»Algebarska suma magnetskih padova napona u bilo kojoj zatvorenoj konturi 
magnetskog kruga jednaka je algebarskoj sumi uzbuda u promatranoj konturi“. 
Način primjene Kirchhoffovih zakona dan je u prvom poglavlju ove knjige prili- 
kom rješavanja električnih mreža, no usprkos tome potrebno je ovdje naglasiti 
slijedeće. Uvijek Prije nego što pristupimo rješavanju konkretnog problema moramo 
pretpostaviti dvoje: 

1. Pretpostavljamo pozitivan »smjer“ magnetskih tokova u pojedinim granama 
magnetskog kruga. Zapravo pretpostavljarno pozitivan smjer vektora magnetske 


indukcije B. 
2. Pretpostavljamo pozitivan smjer obilaska magnetskih kontura. 


Ako se pretpostavljeni smjer magnetskog toka u nekoj grani magnetskog. kruga 
podudara sa smjerom obilaska po pripadnoj konturi, tada magnetski pad napona 
na toj grani ulazi u sumu XH -/ s pozitivnim predznakom. 


Ako se pretpostavljeni smjer magnetskog toka 'ne podudara sa smjerom obilaska, 
magnetski pad napona ulazi u sumu ZH +] s negativnim predznakom. 


Isto tako, ako se uzbuda u nekoj konturi padudara sa smjerom obilaska (princip 
desnog vijka), ulazi u sumu ŽN + Is pozitivnim predznakom, a u protivnom s 
negativnim. 

Zadani magnetski krug sadrži dvije uzbude nepoznatih veličina i sastoji se od triju 
grana povezanih preko dva čvora. Lijeva grana neka je prva, i sve veličine koje se 
odnose na nju označimo indeksom 1, kao na primjer $P,,/H,, Hi. Na isti način 
označit ćemo srednju, odnosno desnu granu indeksima 2 i 3. 


SI. 3.193. b 


Na slici 3.1936) dan je i graf magnetskog kruga na kojem su označeni pretpostavljeni 
smjerovi magnetskih tokova u pojedinim granama, a za pozitivan smjer obilaska 
kontura odabrali smo smjet obilaska kazaljke na satu. ' 
Za rješavanje magnetskih krugova na osnovi Kirchhoffovih zakona broj potrebnih 
jednadžbi jednak je broju grana magnetskog kruga. U ovom primjeru potrebne 
su nam, prema tome, tri jednadžbe. ' 
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Broj jednadžbi I Kirchhoffova zakona kojima se možemo koristiti za rješavanje 
bilo kojeg magnetskog kruga jednak je broju ,magnetskih čvorova“ umanjenom 
za jedan. Prema tome, možemo postaviti I Kirchhoffov zakon za jedan od dvaju 
čvorova. Pišemo jednadžbu za čvor a: : 


D,-+D,-H+By==0. 


Broj jednadžbi II Kirchhoffova zakona jednak je broju ,magnetskih grana“ uma- - 


njenom za broj jednadžbi čvorova. Postavljamo dvije jednadžbe za proizvoljno 
odabrane konture I iII. 

Pišemo jednadžbu za konturu I, koja se sastoji od prve i druge grane magnetskog 
kruga: 


H, (li—80)+Haq >: 8&—H2 (1-82) — Ho * 8=Nyili—N, I 


Prva dva člana sume na lijevoj strani jednadžbe, magnetski padovi napona H, (/)—8,) 
i Ha: Š,, pozitivnog su predznaka, jer se odabrani smjer toka , podudara sa 
smjerom obilaska. Magnetski padovi napona #7, (l4—8) i Hi, - &, negativnog su 
predznaka, jer se pretpostavljeni smjer toka &, ne podudara sa smjerom obilaska 
po konturi I. 


Za perifernu konturu II, koja se sastoji od prve i treće grane magnetskog kruga, 
pišemo relaciju: 

Hu (lh—Š0)+Hoy > &i—Hglk=N, 1, 
Prema tome, dani magnetski krug opisan je trima relacijama: 

Đ,+D+2,=0 

Hi (4—80)+Ha + &i— Ha (l—8) —Hoa =Ni DN, 0, 
H(4—80+Ha '&>—Hale=N, dl 
na osnovi kojih možemo postavljeni problem tipa: poznati magnetski tokovi — 
nepoznata uzbuda, riješiti do kraja. Naravno kvalitativno, jer je i primjer tako 
definiran. 
Pri tome se ne smije zaboraviti da smo smjerove magnetskih tokova odabrali pro- 
izvoljno, a time i predznake magnetskih padova napona. Smjer tokova vezan je za 
smjer uzbude (pravilo desnog vijka) i prema tome jednoznačno određen s na- 
činom namatanja zavoja i smjerom uzbudne struje. Tako je, na primjer, očito 
da je pretpostavljeni smjer toka 2, pogrešan. 


Negativna vrijednost uzbude u rezultatima kod numeričkih zadataka značit će 
uzbudu koja djeluje nasuprot odabranom smjeru obilaženja. 


3.194. Postavite jednažbe I i II Kirchhoffova zakona za hipotetski magnetski 
krug prema slici 3.194a). Uz poznati magnetski tok u grani 5, kako bismo izračunali 
vrijednost uzbudne struje? 


3.195. Magnetski krug prema slici 3.195a) uzbuđujemo istosmjernom strujom 
preko dva uzbudna namotaja vezana u seriju. Jezgra zadanih dimenzija izgrađena 
je od magnetskog materijala Hipersil M —6x. Uz zanemarenje rasipanja magnetskog 
toka, odredite širinu zračnih raspora, ako na osnovi karakteristike magnetskog 
materijala odabrana indukcija iznosi: Bre=0,9 T. 


23 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 353. 


sma. 


b) 


SI. 3.194. a, b 


Zadano je: I=2,64 A, N,=N,=189. 


Sl. 3.195. a, b 


Rješenje 


Graf magnetskog kruga dan je na slici 3.1956). Smjer magnetskog toka jednoznačno 
je određen smjerom uzbudne struje i namatanjem zavojnice. Ako za smjer obilaska 
konture uzmemo smjer magnetskog polja, II Kirchhoffov zakon glasi: 


i Hre * lre+H, +28=1 + (NL+N2). 
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17 krivulje prvog magnetiziranja zadanog materijala na osnovi indukcije B=0,9 T 
određujemo veličinu polja u jezgri: Fe 


Hre=14 A 
m 


Mupnetski pad napona na jezgri iznosi: 
U, re=Hre s le. 


Kako su nam poznate dimenzije jezgre, možemo odrediti dužinu srednje staze 
magnetskog toka: 


lpe=2 + (265—75)+2 +: (254—75) +2 + 75 (mm) 
Ire==888 mm 0,89 m. 
Magnetski pad napona na jezgri iznosi: ' 
Ugo Hre > Iee=14 + 0,89=12,5/A. :. 
Ukupni pad magnetskog napona jednak je ukupnoj uzbudi: 
Uw3I *(Nj+N2)=2,64 : 378=1000 A. 
Dakle, na. zračnim rasporima imamo_ magnetski pad napona: 


Uo=I (Ny-+Ny)— Urć=987,7 A. 


Kako je: dsl du 

U,=H, : 28, 
dobivamo: : 

23=0e_ U ko- 
M B, 
Ako zanemarimo smanjenje magnetske indukcije u rasporima, možemo pisati: 
Bo=Bre, f 3, S sa ) 
odnosno ukupna širina raspora iznosi: A JE E KH ; fž dvd nE 
i 
258 =1,4mm, 


Kako su oba zračna raspora jednake širine, tražena Širina jednog raspora iznosi: 
8==0,7 mm. 


3.196. Promotrimo još jednom magnetski krug definiran u 3.195. Neka sve zadane 
vrijednosti ostanu iste, .osim., magnetske indukcije, koja neka ovaj put iznosi 
Bre=1,68 T. Uz zanemarenje rasipanjajmagnetskog toka, odredite širinu zračnih 
raspora. š NE bi ' 
Koliki je odnos relativne permeabilnosti ur, uz indukciju Bre=1,68 T prema 
Pro UZ Bre=0,9 T? 
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3.197. Magnetski krug na slici 3.197. sastoji se iz dva komada istog feromagnetskog 

materijala, zadanog karakteristikom na slici 3.30c, te zračnih raspora jednake 

širine. Uz pretpostavku da kroz zrak magnetske silnice prolaze srednjom površinom 

S -A2a te uz zanemarenje rasipanja magnetskog toka, odredite uzbudnu 

struju zavojnice. a 

Zadano je: ,.=20cm, h=10cm, Sr=4cm?, S,=6 cm2, 8=0,01 cm, N=100, 
$,=4,8: 104 Vs. 


SI. 3.197. 


3.198. U zračnom rasporu zadanog magnetskog kruga izmjerena je indukcija 
B,=0,4 T. Odredite pripadnu uzbudnu struju 7. Magnetski materijal zadan je 
dijagramom na slici 3.198. a). 
Zadano je: /1=14,5 cm, 8==0,11 cm, N=290. 
m Dinamo lim 
8(r811 [| Tarn 
LUT HE saa gERN ERE NNSNNNENA 
NINI HOULI TIN 


nim 
jee HERE HaREni nE 

HIA/ml 
HIA/m] 
40000 HlA/ml 


SI 3.198. a 
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S1. 3.198. b 


3.199. U zračnim rasporima zadanog magnetskog kruga slika 3.199 izmje- 
rene su indukcije: Bua=1,345 T (raspor8,) i Bg2==0,341 'T (raspor 82). Jezgra 
je izvedena iz Hipersila M—6x. U zračnom rasporu širine 8, zanemarite proši- 
renje silnica magnetskog toka, dok u rasporu širine 8, uzmite u račun i proši- 
renje raspora korekcijom njegove površine (Sgz==1,1 S). Presjek željeza je u svim 
granama jednak (S). 

Odredite N+ LN: I 

Zađano je: l,==1,==20 ci. 8 cm, 8,=0,0635 cm, 8:==0,322 cm. 


SL 3.199. 


Vam U saga rasporima 8, i 8, zadanog magnetskog kruga izmjerena su polja: 
Hq,=:290 > 10% = (raspor 8,) i ,==435 + 105 a (raspor 82). Magnetski je krug 
m 


SI. 3.200. Sl. 3.201. 
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pobuđen sa NI=100 Az, a jezgra je konstantnog presjeka S=10 cm?. Aktivne ' ne 
površine zračnih raspora iznose: Sy=1,1 S. 
Odredite ukupni magnetski otpor kruga kojim je opterećena uzbudna zavojnica. 


3.201. Magnetski krug sastoji se od dvaju feromagnetskih materijala. Magnetska sija ž BroBsam=====_—__— 
karakteristika materijala I zadana je dijagramom na sl. 3.1986), a materijala II Ha TI ' Prema rr 
dijagramom na slici 3.203b). Krug promatramo bez zračnih raspora. Ako u materijalu j iN PATITI BN 

II magnetski tok iznosi D;==2,15 + 10-* Vs, odredite uzbudnu struju 1. KRNEEEH LL] Eglg ši EHADRNI 


Zadano je: S1==4,33 cm2, S,=1,87cmž, ,=20cm, L=10cm, L=1=4,5 ćm, 
ls=11 cm, N=700. 


3.202. Odabrana indukcija za zadani magnetski krug iznosi B=1 T, a pripadna 


jakost magnetskog polja F==1 ige Jezgra je izvedena iz tranformatorskog lima 
m 


debljine d==0,35 mm i širine 2=20 mm. Broj limova u jezgri iznosi ==80. Dužina 
srednje magnetske. linije dana je sa /==8 + a-+-r + a. Odredite magnetski tok u jezgri 
te uzbudnu struju /,,. 

, Zadano je: 1,=0,3A, Ny=1200, N,=800, Ng=300, N,==900. 


3.203. Jezgra magnetskog kruga zadanog slikom 3.203 a) izvedena je iz transfor- 
matorskih limova debljine d, magnetskih karakteristika prema slici 3.203b). Jezgra 


SI. 3.203. b 


3.204. Kroz uzbudnu zavojnicu magnetskog kruga prema slici 3.204a) teče struja 
1=2,3A. Upotrijebljen je feromagnetski materijal magnetska karakteristika kojeg 
je dana na slici 3.2036). Koliki je magnetski tok $ u krugu? Rasipanje toka zanema- 
Tite. : 

Zadano je: S=3,52 cm?, 1=79,5 cm, 50,8 mm, N==660, I=2,3 A. 


= 


S1. 3.202. Sl. 203. a 


se sastoji od n==65 limova i na njezin srednji stup namotane su dvije zavojnice 
sa N, i N, zavoja. Odabrana indukcija u jezgri iznosi B=1 T. Uz poznatu uzbudnu 
struju 1,, odredite vrijednost struje I, zadanog smjera. Kolika je vrijednost mag- 
netskog toka u lijevom stupu? Dužina nacrtanih srednjih magnetskih linija iznosi 
I=8-a+m-a. Smanjenje magnetske indukcije u rasporima zanemarite. 


Zadano je: a=12 mm, d==0,35 mm, 8==0,1 mm, N,;==2000, N,==1700, I,=255 mA SI. 3.204. a, b 
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Rješenje 
Magnetski krug koji analiziramo mora udovoljiti slijedećim uvjetima: 
H-I+H,.8=N-I 
o=,, 


U ovom primjeru uz poznatu uzbudu N': I tražimo nepoznati magnetski tok 
Đ, Kako kod feromagnetskih materijala između indukcije B i jakosti. polja H 
ne postoji linearna zavisnost, ovaj se zadatak ne može riješiti na analitički način. 


Zbog toga zadatke kod kojih se uz zadanu uzbudu N + F traži pripadni magnetski 
tok &P rješavamo prikladnom grafoanalitičkom metodom. 


Na ovom primjeru protumačit ćemo postupak rješavanja deihieariih magnetskih 
krugova grafoanalitičkom metodom. 


Grafoanalitička metoda analogna je metodi upotrijebljenoj u električnim krugovima 
s nelinearnim elementima. U ovom primjeru zadan je serijski magnetski krug; 
feromagnetska jezgra je nelinearni element, a zračni raspor linearni, Rješavajući 
postupno postavljeni problem, objasnit ćemo ujedno metodu. 


1) II Kirchhoffov zakon primijenjen na zadani magnetski krug glasi: 
' N.I=H.1+H, 8; 


gdje je H + I pad magnetskog napona na feromagnetskoj jezgri, a H,-8 magnetski 

ao na zračnom rasporu. Crtamo koordinatni sustav za dijagrame tipa 
=f (N 1) i na apscisu nanosimo vrijednost zadane magnetske uzbude N-I=1520, 

koja je jednaka ukupnom magnetskom padu napona (slika 3. 2046). 

2) Crtamo magnetsku karakteristiku zračnog raspora: 


D=f (1:8). 


Zračni raspor je linearni element magnetskog kruga, i njegova magnetska karakteri- 
stika je pravac. Pravac zračnog raspora neka prolazi kroz točku apscise koja karak- 
terizira zadanu uzbudu od 1520 Az. Magnetski pad napona na zračnom rasporu 
nanosit ćemo od te točke prema ishodištu koordinatnog sustava, 


Da nacrtamo pravac zračnog raspora, potrebna nam je još jedna točka. Neka je, 
na primjer, magnetski napon raspora u točki S njegove karakteristike jednak: 


N.I 


(Hy:8)s== —*-==760 Az. 


Uz poznate dimenzije raspora, magnetski tok Đ; u rasporu koji odgovara polovici 
zadane uzbude dobit ćemo Ohmovim zakonom: 


pe 
Ra 


koji, primijenjen na točku S karakteristike: 


N-.I A i 
——| (4,8) = +8 
2 | ; lm ) 
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glasi: 
0,5-N + I + po S 


=4,2. 104 Vs. 
bj 


db= 


Dobivenu točku S unosimo u dijagram i crtamo pravac magnetske karakteristike 
zračnog raspora. 


3) Crtamo graf magnetske karakteristike feromagnetskog zire sijali 
d=f(H 1). 


Kako je feromagnetski materijal nelinearan element, potrebno je odrediti više to- 
čaka krivulje. Ako je poznat magnetski tok, vrijednost magnetskog pada napona 
U, =H + 1 možemo izračunati analitički, Polazimo od te činjenice i zadajemo 
si proizvoljne vrijednosti magnetskog toka Q te analitički tražimo pripadne vri- 
jednosti magnetskog napona. 


Na primjer: 
D(Vs) Up=H-KA) ši 
1,16: 10-4 19,8 
1,87 < 10-4 26,4 
2,15 + 10-4 33 
3,14 * 10-€ 65,8 
3,87 + 10-4 132 
4,4 -10-4 330 
4,61+10-4. | 528 
5,32 + 10-4 2640 


Dobivene točke unosimo u koordinanti sustav i crtamo magnetsku karakteristiku. 
4) Presjecište nacrtanih karakteristika: 


L=f(H 1) 
=f(H, +8), 
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oem 


tj. točka M, udovoljava relacijama: 
N.I=H -I+H,:85 
P= 
i predstavlja traženo rješenje. 
Uz zadanu vrijednost uzbude N /==1520 Az, magnetski tok u krugu iznosi: 
$=4,73 + 10-4 Vs. 


3.205. Magnetski krug (sl. 3.205a) zadan je magnetskom karakteristikom danom na 
sl. 3.204b). Krug je izveden iz transformatorskih limova magnetskih karakteristika 
prema dijagramu na slici 3.2036). Aktivni presjek jezgre iznosi S==3,52 » 10-4m?, 
a rai eine magnetske linije u željezu /re=0,795 m. Odredite širinu zračnog 
raspora 9. 


# [1] 


6-10“ 


Sl. 3.205. a, b 


3.206. Za magnetski krug definiran zadatkom 3.204. odredite vrijednost magnetskog 
pada napona na feromagnetskom materijalu (Ug==H -1) ako vrijednost uzbudne 
struje iznosi I=4,42 A. Koliki je magnetski tok u krugu ako eliminiramo zračni 
raspor (8==0)? 

3.207. Usporedite rezultate iz zadatka 3.204 i zadatka 3.206. Zbog čega je magnetski 


pad napona na feromagnetskom materijalu u zadatku 3.206. mnogo veći nego u za- 
datku 3.204? 


3.208. Magnetski krug zadan je slikom. Jezgra je izveđena iz feromagnetskog ma- 
terijala zadane karakteristike, a njezine dimenzije zadane su u milimetrima. Odredite 
magnetski tok u pojedinim dijelovima kruga. Rašipanje toka zanemarite. 


Zadano je: Z.=10A, N,=200, I,=20 A, N,=218. 
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S1. 3.208. a 
Rješenje 


Uz odabrane smjerove magnetskih tokova, a na osnovi I i II Kirchhoffovog zakona 


za magnetske krugove, dolazimo do slijedećih relacija: . 
$;=9,+92, 
hNi=Hh+H,l+H, 8=>H, L+U g 
IL Ny=H,4+H, 4+ š=H, b+Ugm, 


Sl. 3.208. b 
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=_._a 


gdje je: 
Uu=H,8+H,1,. 


Dužine srednjih magnetskih linija i površine presjeka jezgre određujemo na osnovi 


slike: 
h=l,==45 cm, 1,=23,8 cm, 8==0,2 cm 


Si=S2=30 cm?, S;= 5,236 cm2. 


Kako ovisnost između & i H ne možemo izraziti analitički, postavljeni sistem relacija 
moramo riješiti grafički, zbog toga moramo prvo nacrtati krivulje koje određuju 
ovisnost magnetskog toka u pojedinim dijelovima kruga o magnetskom naponu 
U,m. Do tih odnosa dolazimo tako da si zadajemo iznose magnetnih tokova, na 
primjer u području između 150 + 10-5 Vs i 500 + 10-5 Vs, na osnovi kojih određujemo 
pripadne magnetske indukcije te krivuljom magnetiziranja odgovarajuće veličine 
magnetskog polja FI. Na osnovi dobivenih iznosa jakosti polja određujemo magnetske 
padove napona na pojedinim dijelovima kruga. Rezultati računanja prikazani su 
u tabeli. 


rr rr 

g = g 12, SE |<lš Z 

s <|5 CE e a ac S 

l Ca ota RR & SA rr a ni g 

cd «okani Š Nu Bia |< E 

> | PENA T& 4 Nari aa 

% |m 15 Sus |< g E E--  E I 
150 + 10-5 17 10-5| 2,3] 106 1894 14254| 4,2-+10-5| 3340| 1,6| 668/ 39,7| 708 
210 +10-5, 7:10-5| 4 184 1816; 4176 | 5,8 :10-5| 4670, 2,9| 934| 72 11006 
240 -10-5| 8-:10-5| 5 230 177014130 | 6,7-:10-5| 5530| -3,6| 1066| 89,21 1155 
300 +10-5/10+:10-5; 7,5, 345 16551! 4015; 8,3: 10-5| 6670, 5,41 13341134 11468 
360 + 10-5| 12 -+10-5(112,5| 575 1425113785110 -10-5/| 8000!  7,51|1600| 186 1786 
390 + 10-51 13+10-5]16,7| 770 1230 | 3560 | 10,8 - 10-5| 8650! 9,411730] 233 1963 
450 + 10-5 [ 15 + 10-5135 |1610 390 | 2750 | 12,5 + 10-5[ 10000, 14,51 2000| 360 | 2360 
510 +10-5[17-10-5]73 [33601|—1360|1000]| 14,2 + 10-5111320| 26 [2264645 12909 


Na osnovi dobivene tablice crtamo krivulje (sl. 3.208c): 
$&=f,(1N,j—H,1) 
P=f(1N,—H, 1) 
P,=f, (H4,8+H, 1), 
gdje je: 
LN—>Hli=N—H,b=B,8+H,l=Ugu 
magnetski pad napona na srednjem stipu. 
Kako mora biti ispunjeno da je: 
' +? =9., 
crtao i pomoćnu krivulju: 
P,+ P=fi2 (Uam). 
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c) 


S1. 3.208. c 


Zbog toga zbrajamo ordinate krivulja $,=f, (U,u) i P,=f, (Ugm) za iste vrijed- 
nosti magnetskog pada napona U,m. Ordinata točke A, u kojoj se sijeku krivulje 
D+9=f,(Ug) i P,=f(U,u), određuje veličinu magnetskog toka 2., jer su 
u toj točki ispunjene sve relacije koje karakteriziraju zadani magnetski krug, tj. 


NN>Hli=hN—H,bo=H,8+M,l i B=6+9,. 
Tokove $, i 0, određuju točke B i C, koje se nalaze na presjecištu vertikale, po- 


vučene kroz A, i odgovarajućih krivulja. Dobiveni smjer magnetskog toka _ &, 
ne podudara se s pretpostavljenim. 


Tako smo, grafički, došli do numeričkih iznosa magnetskih tokova: 
bj=—75 +: 10-5 Vs, $,==475 - 10-5 Vs, 0. ==409 10-5 Vs, 


i time je postavljeni problem riješen. 


3,6. ENERGIJA MAGNETSKOG POLJA 


3.209. Dvije paralelne vodljive petlje kroz koje teku struje I, i 12 izgrađuju magnetsko 
polje. Kako glasi izraz za ukupnu energiju magnetskog polja zadanog sistema 
W=f(1, $)=? 
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Li 
M L2 
S 
2 
SI. 3.209. SI. 3.210. 


3.210. Kroz petlje formirane od tanke žice teku struje I,, odnosno 12, koje stvaraju 
magnetsko polje u okolnom prostoru. Kolika je ukupna energija magnetskog polja 
sistema? 


Zadano je: induktivitet petlji L, i L,, međuinduktivitet M, struje I, i 1,. 


Rješenje 


Kako je magnetsko polje, izgrađeno konstantnim strujama Lil do izraza za 
ukupnu energiju polja dolazimo načelom superpozicije. 


Magnetska energija sistema uzrokovana je slijedećim kombinacijama tokova i struja, 


pri čemu je uvijek w=2: 


1. Vlastiti magnetski tok petlje kroz koju teče struja /, iznosi: 
D=L,-I,. 
Pripadna magnetska energija dana je relacijom: 


Wm=2 LI 


2. Isto tako, vlastiti magnetski tok petlje kroz koju teče. struja 1, iznosi: 


=L, Z I 
a pripadna magnetska energija: 
Wm=> E: 


3. Magnetski tok ulančan petljom sa strujom 1, a uzrokovan strujom I, iznosi: 
Po=+Mq 1. 


Pripadna magnetska energija dana je relacijom: 
1 
maza M *L-:1l, 
gdje predznak ovisi o predznaku međuinduktiviteta. 
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4. Isto tako, magnetski tok ulančan petljom sa strujom /,, a ka strujom 
1, iznosi: 


Pu=+My 1, 
a pripadna magnetska energija: 
U 
Wma=+- .M . L : li. 


Uz: : 
Miye==Mayp> 


La DES 
do izraza za ukupnu energiju sistema dolazimo superpozicijom pojedinih kompo- ' 


nenata: ' 
Wm=Wm,--Wm;-+-Wmy2-+HWmoaj== 


1 1 1 1 
=—LH+>—L:B+—>MLbi+e—M Lo1, 
pojava = ito 2*4 
ili 


ž m . 12 : 
wenn, MI, +1, 


3.211. Kroz dva svitka protiče struja 1. Ako se razmak između svitaka smanji, 
da. li se magnetska energija sustava svitaka (suglasna veza svitaka): 


u) smanjuje 

b) povećava 

c) ostaje ista? ' < 

3.212. Vodljiva petlja površine S==100 cm? zauzima u homogenom magnetskom 


polju položaj prema slici. Kroz petlju teče struja I=10A,a indukcija magnetskog 
polja iznosi B==0,5 T. Odredite izvršeni rad kada se petlja zarotira za 180“. 


SI. 3.212. SI. 3.213. 


3.213. Pravokutni okvir površine S==3 cm? nalazi se u homogenom magnetskom 
polju indukcije B=0,4 T. Odredite rad koji izvrši magnetsko polje zakretanjem 
okvira oko osi A—A' za 45%. Kroz okvir teče struja I=1 mA. 


3.214. Relacijom 
im. 


Fe= m 
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na osnovi koje je magnetska sila definirana kao promjena energije magnetskog 
polja, odredite silu kojom magnetsko polje ravnog dugog vodiča djeluje na me- 
hanički čvrst kvadratni okvir. 


Zadano je: /=10 kA, £=:0,5 A, a=10 cm, b=20 cm. 


Sl. 3.214. ' SI. 3.215. 


3.215. Tanka zavojnica trapeznog presjeka sa N==50 zavoja nalazi se u magnetskom 
polju ravnog dugog vodiča. Kolika je promjena energije ukupnog magnetskog 
polja sistema ako struja u zavojnici promijeni smjer? Sistem se nalazi u zraku, a 
zavojnica je u ravnini s vodičem. 

Zadano je: T=10kA,1=0,5 A, N=50, 1,==30 cm, 12==50 cm, a==20 cm, b==20 cm. 
3.216. U magnetskom powju ravnog dugog vodiča nalazi se pravokutni vodljivi 
okvir. Njegove stranice dužine a usporedne su s vodičem i od njega udaljene za 
a. Kroz vodič teče struja /,, a kroz okvir struja 1. 


Odredite: 
a) magnetski tok kroz okvir 
b) moment kojim. magnetsko polje djeluje na okvir 


c) rad koji izvrši magnetsko polje okretanjem okvira za 90% oko osi paralelne 
s ravnim dugim vodičem. 


SI. 3.216. 


3.217. Krajeve voda od dva ravna vodiča u kojima teče truja I u jednom trenutku 
kratko spajamo. Uz pretpostavku da se sva energija magnetskog polja pretvara 
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u toplinsku energiju, izvedite na osnovi relacije za Jouleove gubitke izraz za energiju . 
magnetskog polja. 


Rješenje 


Količina topline koja se stvara razgradnjom magnetskog polja određena je relacijom: 


W= | eide, 
t=I 
gdje je: 
do 
e=e,=—-—— 
dt 


i posljedica je vremenske promjene magnetskog toka do koje dolazi uslijed spajanja 
krajeva vodiča na kratko. 


Dakle: 


Kako je: ' 
P=Li, 
a uz pretpostavku konstantnog induktiviteta: 
de=L di, 


dolazimo do relacije: 
I 
w-|: LiL +1. 
o 


3.218. Vrlo dugi ravni vodič kroz koji teče struja / smješten je u os dugog bakrenog 
cilindra, kroz koji se struja vraća. Ako struju vodiča u jednom trenutku prekinemo 
i ona prestane teći, koliko će se topline osloboditi po metru dužine cilindra? 


Sl. 3.218. 
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3219. Kroz čilindrični ravni vodič konstantne relativne permeabilnosti ur==1 ' h : : . : . 
i dužine I=4km teče struja i=iva. Relacijom: + Magnetsko polje u dielektriku dano je relacijom: 
I 
H-B H,= , 
i 2-x.m 


a pripadni induktivitet iznosi: 


w.= = [nam 


izračunajte magnetsku energiju akumuliranu unutar vodiča te unutarnji induktivitet 
vodiča, Polumjer vodiča iznosi R=10 mm. 


3.220. Zadan je.ravni dugi vodič kroz koji teče struja I ravnomjerno raspoređena 
po presjeku. Unutar vodiča postoji znagnetsko polje. Kako glasi izraz za energiju 
magnetskog polja u vodiču? Ako kroz vodič teče struja Z7=10 A, koliko je po metru ž 
dužine akumulirano magnetske energije u polju unutar vodiča? Koliki je iznos ; .P bo Vs 
pripadnog ,unutrašnjeg“ induktiviteta vodiča? : W=t .in 

' + a m 


- == S 
Te + (62 —b?) 
a ukupna ulančana struja 
i Pao ! 
LL === . ; ? —_ 22. 
f | I=1I no bija de =, 
S1. 3.220. m + (8 —b?) *—b? 
3.221. Kako glasi izraz za energiju magnetskog polja akumuliranu po metru dužine g dje je: 
neferomagnetskog koaksijalnog kabela kroz koji teče konstantna struja ravnomjerno b b<x<ec 
>) 
raspoređena po presjeku? ' ' Maugnetsko polje u plaštu iznosi: 
—x2 
Mah io 
e—b 2nx 
Pripadni induktivitet iznosi: 
6 
l E [E ž 1 
L=— — dx 
SI. 3.221. I 3 * 
i Rješenje ' ' 
| ješenj : din: ž 
j Magnetsko polje koaksijalnog kabela poprsire se ' ET aa 8) E, 
t 1. u vodiču radijusa a : “a (by = zan a 
2. u dielektril Energija akumulirana u magnetskom polju plašta iznosi: 
3. plaštu kabela “ - din € 
tako da energiju polja promatramo u svakom od navedenih prostora posebno, W= m nina 2 3% —b* |Ws 
| 1. Energija akumulirana u srednjem vodiču opisana je relacijom: | 4r  [(c2—b2)? mw! (ipo) pe 
| W= ma sa Ukupna energija akumulirana po metru dužine koaksijalnog kabela iznosi: 
' : 16z m ' 
W= W,+W,+ W. 
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A tarć: | 
am I2a LIPA e 3c2—y |W 
4.m l4 (—pP)? = 4(e—2) Im. 


8.222. Izračunajte energiju magnetskog polja zračnog. voda te njegov induktivitet 


za slučaj da su vodiči nejednakih radiusa r i R, odnosno za slučaj kada radijusi 
vodiča iznose 7, a njihova međusobna udaljenost d. 


3.223. Zadane su dvije jednake gusto namotane zavojnice. Energija WL, magnetskog 


polja zavojnice L, stoji prema energiji Wr, zavojnice Lu slijedećem odnosu: 
a) Wu< Wir, 1052 

b) Viu= 

c) Wr>Wr 

d) Wu=Wr,=0. 


SI. 3.223. 


3.224. Na torusnu jezgru iz feromagnetskog materijala, oblika i dimenzija prema 
slici, gusto je namotano N =628 zavoja žice. Kroz zavojnicu teče istosmjerna struja 
I=2A. Prije uključivanja struje jezgra je bila nemagnetizirana. Feromagnetsku 
svojstva materijala jezgre opisana su idealnom krivuljom prvog magnetiziranja. 
Izračunajte energiju utrošenu prilikom uspostavljanja magnetskog polja u torusnoj 
jezgri. Polje u jezgri ne može se smatrati homogenim. 


Zadano je: I=2A, N=628, a=5 cm, b=15cm, k=10 cm. 


mi _8 4 


Si. 3.224“ 


3.225. Krivulja prvog magnetiziranja nekog feromagnetskog materijala aproksi- 
mirana je funkcijom: 
=RJ/H, 


k=0,04 VA-1/? g m-8/2, 


gdje je: 
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re epena 


“Kolika je magnetska energija akumulirana u svakom kilogramu materijala, speci- 


fična masa kojeg je y=7,9:10%kg/ms, ako je u njemu postignuta konačna 
indukcija B==1,55 T? 


3.226. Magnetski krug izveden je iz limova širine a, debljine d i magnetskih ka- 
rakteristika prema slici 3.30c. Broj limova u jezgri je n.. Uzbuda je postignuta dvjema 
zavojnicama N, i N,. Magnetski tok u krugu iznosi $=7,56 -: 10* Vs. Dužina 
srednje magnetske linije dana je sa /=84--m -a. 

Odredite magnetsku energiju akumuliranu u zračnom rasporu širine 8. 


Zadano je: a=30 mm, d=0,35 mm, #=120, N;==150, N,==200, 8==0,3 mm. 
6 


SI. 3.227. 


3.227. U prostoru lijevog zračnog raspora presjeka Sy==1,1 S, akumulirana je 
magnetska energija W,,=0,2 Wsek. Magnetski krug. izveden je od Hipersila 
M—6x. 


Odredite vrijednost uzbude N - I. Zašto smijemo pri rješavanju postavljenog pro- 
blema zanemariti magnetski tok kroz desni ogranak? 


Zadano je: Sa=Sg=6 cm?, S,==3 cm2, 8,=1,836 mm, 4=5cm, h=b=10m.. 


3.228. U zračnim rasporima zadanog feromagnetskog kruga magnetski tok iznosi 
G=4 .10-3 Vs. Površina raspora je S==20 cm?, a širina 8==0,5 mm.. Odredite 
privlačnu silu kojom je donji ravni dio jezgre pritegnut za gornji potkovasti dio. 


Rješenje 
Pođimo od pretpostavke da se uslijed djelovanja privlačne sile donji dio jezgre 


pomakne u smjeru x za dx i pri tome izvrši rad jednak promjeni magnetske ii 
polja u rasporu, volumena dV=Sdx: 
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Sl. 3.228. 


dA=F'.dx=dWm. 


Uz pretpostavku : konstantne magnetske iniakaje u rasporu, možemo gornji izraz 
pisati u obliku: 


2 
Pudjeddndvn=dvs esa 
2 24 
li: 
2 
F=S- B [N] 
2uo 
Kako je u ovom primjeru: 
_6_4-107 
S 20-104 : 
privlačna sila iznosi: 
2, ć 4 
F=2._220:10 _6.36.108N. 
2-0,4r - 10-56 


3.229. Potkovastim  elektromagnetom (sl. 3.228) presjeka raspora S==10 cm? 
potrebno je pritezati željezni ravni dio silom od F==100 N. Zračni raspor je po- 
sljedica nesavršenosti površine materijala jezgre i iznosi 8==0,2 mm. Srednja dužina 
magnetskih silnica u jezgri iznosi /re==50 cm. Materijal jezgre zadan je dijagramom 
na slici 3.198b). Uz zanemarenje rasipanja, odredite potreban broj amperzavoja 
ža ostvarenje zadane privlačne sile elektromagneta. 
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4. Rješenja. 


4.1. ELEKTRIČNI KRUGOVI ISTOSMJERNE STRUJE 


1.7. 
1.8. 
1.9. 
1.10. 
1.11. 


1.12. 
1.15. 
1.16. 
1.17. 
1.18. 
1.19. 


1.20. 


1.21. 
1.22. 
1.23. 
1.29, 
1.30. 
4.31. 
1.92. 
133. 
1,344, 
1.35. 
1.36. 


1.37. 


1.38. 
1.41. 
1.42, 


176 V 

4800 \Ws 

132. Ws u sekundi 
U' =0,78 U 


gm=+12V 
ge=—12 V 


25 920 Ws 


đ) ' 
0,54 m 
172.7 V 


Qmm? 
10. 


31,5%C 

30 + 101% 

10 cm; 1640 zavoja 
Ugov=16 V 

O) 

b) 

8V 
2A,8A,3 
0,0333 S 

= —4a 
Ui=Us=24 V 
Us=56 V 
Ua=U5=80 V 
U«=160 V 
U,=40 V 
U=48 V 
I=20A 

neće se promijeniti 
6kN 

Vi, nula 

Va, U 


1.43. 
1.44. 


1.45. 


1.46. 
1.47. 


1.48. 


1.49. 
1.50. 


1.51. 


1.52. 


1.53 


1.54, 
1.55. 
1.59. 


1.60. 


1.61. 
1.62. 
1.63. 


1.64. 
1.65. 


2A 

A2, 6A 
A2, 0,6 A 
25 V 

ila 


8 
192 


Vi, 100 V 
V2, 20 V 
A, 12A 
As, 10A 
O2A 

A1. 01 A 
42, 0,4 A 


%/s 


ls>L 

ne mijenja se 
ne mijenja se 
I1 pada 

U, raste 

U, pada 

Ua raste 

Ig raste 

Ia pada 

I, raste 

Ur raste 

2) Uv=0 

b) Uy pada 
€) Uy raste 
napon pada 
a) ne utječe 
b) Rs raste, Up, pada 
e) 

d) 
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mii 8 ka 


I 


Lo | 


\ 


1.66. d) 


1.67. b) 
1.68. a) 
1.71. 0,09 Q 


1.72. 169,48 V 
7,597 


1.73. 2:3 


1.74. napon se poveća 1,0036 puta struja 
se smanji 9,96 puta 


1.75. napon se poveća 9,78 puta struja 
se smanji 1,022 puta 


Zaključak: Izvor u zadatku 1.74, 
ponaša se kao naponski izvor, a izvor 
u zadatku 1.75, kao strujni. 


1.82. 24 V 


183. L=2A 
R=20 9 
U,=40 V 


1.84. 6,3 V bez R=5Q 
IVsaR=5f 


1.85. 0,48 V 


1.86. Ri=001;=4 mA 
1.87. Aea= — Po 


1.88. b) 
1.89. a) 
1.90. b) 
1.93. 4,8 V 
1.94. 3,2 V 
1.95. ne mijenja se 
1.96. I,= —0;04 A 
1.97. AU=8 V 
1.98. 30 9 
1.99. 96 V 
1.100. I;=3 A prema & 


1.101. 2)2 b)2 % 


1.104. —125V, 70 V, —45 V 

1.105. c) 

1.106. c) 

1.107. b) 

1.108. —4A 

1.109. 6 V 

1.110. 8,5 V 

1111. —20V 

1.112, R=9Q,L=5A 
Ua=17V 
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1.113. 


1.114. 
1.115. 


1.116. 


1.117. 


1.118. 


1.120. 
1.121. 


1.122. 
1.123. 


1.124. 


1.126. 
1.127. 
1.128. 
1.129. 
1.132. 
1.133. 


1.134. 


1.135. 
1.136. 
1.138. 
1.139. 


1.140. 
1141. 


a) 
a) 


PB i pc se smanjuju 
Ipal raste 


2:1 


U,s=—10V 

Uge=15 V 

Upc= —50 V 
Uga=2 V 


x=l 
=—E 


2 
m=E(1-7) 
I 
x>I 


orasi 
Sa 

809 

0,5 A 

55 V 

1,8 

6 xcijena jednog kWh 

9 ili 0,105 A 

18 V; 19 V 

d0 W;362 W 


1 
Ri=R 


1+ 2 
š R, 


a) 
21,5 cm 
15 AQ 


1 kojv 
50 W 


1,25 W 
15 V 
109 
7,5 W 


1.142. P=69 W 

1.143. AI=0,13 A 
AU=4,6 V 

1.144. 2A p 
100 V—20 V 
0,135 kWh 


+: 1.145. 0,6 A 


90 A 
18 W 


1.146. 8==100*C 
P=50 W 
1.147. Snaga se smanji 2,25 puta 
1.148. 3) L=1,8A 
Uy=18 V 
Pa=129,6 W 
b) L=3A 
Uy==10 V 
Pa=40 W 
1.149. R=10 
E=40 V 
Ri=10 0 
Ra==40 A 
1.152. b) 
1.153, a) 


1.156. e) 


«1.157. e) 


1.158. e) 
1.161. b) 
1.162. c) 
1.163. c) 


1.166. e) 


1.167. c) 
1.168. e) 
1.172. a) 
1.173. c) 
1.174. 6), 
1.177. b) 
1.178. b) 
1.179. b) 
1.182. d) 
1.183. e) 
1.184. o) 


1.185. I1==— 0,05 A 
120,4 A 
13=0,1 A 
li==0,25 A 


1.186. 
1.187. 


1.188. 
1.189. 


1.190. 


1.191. 
1.192. 
1.193. 
1.194. 
1.195. 


1.196. 


1.209. 
1.210. 


—0,05A 


2) 0,432 W 
b) 12 V 


2 kQ 


1 
a) E1100 V | 
E,=60 V 


b) AU;=80 V 
AL=4A 
li=—0,04 A 
130,03 A 
234 V 
1A,4A 
bo 
e) 


42 W 

3240 Wh 

0,06 A 

20 A 

P=—640 W 

l1=0,3 A; Iz=—0,36 A 
l=4A 

I5=1,185 A 
I2=4,55 A 
112,92 A 
Ug;=3V; Uve=68 V 
l.=—5mA 


Ia=10 mA 
Ia=11 mA 
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1.223. 


1.224. 
1.225. 
1.226. 
1.227. 
1.228. 


1.229. 
1.230. 
1.231. 


1.232. 
1.233. 
1.234. 
1.235. 


1.236. 
1.237. 
1.238. 
1.239. 


1.240. I 


1.241. 


1.242. I 


1,243. 
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Ua=130 V; Uca=30 V 


20 V 
nula 

8,5 V 
5,55 W 
22,5 A 
0,2A 

30 V 

8V 
Er=0 
Rr=2kQ 


. Rr=60 2 


Er=40 V 
Er=60 V; + na& 
Rr=101 

0,24 A 

02A 
Ua=—10V 
Ugo ne ovisi o E, 
R,=5Q 

P=9,8 W 
Es==65 V 

10 V 

21% 

13,75 W 

o) 

nije ispravno 
3A 

In=2A 
Rn=20 9 
Uaq=0 V 

10,8 +kJ 

0,6 > 

I:=—1A 

= E , 
 2R(+n) 
E,=880 V 

ie E 
 R:+R 
R=25Q 
U=3V 
I=012A 


4 


1.244 


1.245. 
1.246. 
1.247. 
1.248. 
1.249. 
1.250. 
1.251. 


1.252. 
1.253. 


1.254. 


IA 

16 V 

20 V 

sA 

10 V 

I=0 
P=2,5 W 
11=0,5 A 
h=—25A 
Is=2,5A 
I=0,5 A 
20 Q 
Upp=—15 V 
Upa=6V 
36 kJ 


1.258. d) 
1.259. —5Q 
1.260. Rsta:==200 


1.261. 


Rar=66,6 N 


B/e 


1.262. 60 V 


1.263. 


20 mA 


1.264. 9,4 W 
1.265. 282 V 
1.266. A7 mA 
1.267. E=90 V 


1.268. a) I= 


Ugn—E 


b) I= 


Ua+E 
R 


1.270. 2kQ 

1.274. +1,5% 1,2 kQ 
1.275. 17—150 Q 
1.276. 1,5 V 

1.277. 1=—0,2A 


1.278 


I2=0,4 A 
. 330 V 


1.279. 50 W 


1.280 
1.281 


. 24 W 
. 29 W 


1.282. 37,5 Q 
1.283. OTA 


4.2. ELEKTROSTATIKA 


2.3. b) 
2.4. a) 
2,5. c) 
2.6. b) 
211. er=1 
-> -> -> 
E=90 + 104i++52+104j 
BEI 
2.12 a=arc sin — 
x 
X1+Xx2 
2.13. xa= 
m 2x1— xa 
2.14. AQ=6,5 + 10-8 As 
2.17. F==55 + 10-8N 
2.18. Ei=0 
Ee==18 kV/im 


2.19. 


2.19, 


2.9. 


E3=1,123 kV/m 

polje ima iznos nula u točki na x osi, 
koja je određena preko rješenja je- 
nadžbe: 

x? (Qu—Q2)—x (20122021) + 
+HQ1x2— Qsxf)=0 

10-8 nAs 


. E=0 


, 


O ie 
S m10-*miV 


. uz pretpostavku da prisustvo valjka 


neće promijeniti konfiguraciju polja 
Qinr=0,15 + 10-8 As 


.b) 
. c) 


AL A 
= ==32,5 s 102 V 


uro) Qz 


r. 007m D-<+0,0233 - 10-5 As/m2 
. RI 
Neni 
3r? 

rs01m 1D)::0,017 + 10-8 As/m2 
VFopoi=0 
Fa,o9==0,0056 + 10-2 N 
10,3==0,001645 + 10-2N 

d ž 
AxS— EK= ze 

2 € 


231. 
2,32. 


2.33. 


2.34. 
2.35. 


2.36. 


2.37. 


2.38. 
2.39. 


2.40. E 


241. 


2.42. Ez= 


2.43. 
2.44. 
2.50. 
2.51. 
2.52. 
2.53. 
2.54. 
2.55. 


2.56. 


"2.57. 


\ 


dp 
.2e 


d 
za x2— E= 
2 


4=10-8Nm 

A4=2,83+10-3N :m 

90% rada obavlja se od x=R 
x=10-R 


«kole 


a) E= 


>» 
E] 
đ% 
+ 
= 
a 
bh 4 
L 5 
II 


b) ai SELO 
24 — 
sE +(2) ] 
14,92 pWs 
9,35 + 10-2 Ws 
.đ .d 
Od up. 0 


2veo 13 Areor 3 


qUwn:2 
v= Ekoa 
m 


Q=3,6 uAs; y=12,8 cm 
t=2,08 s 
A d 


. 


rev [42 


X0==35,5 cm 
Q.z 
4re (rg-+22)8/2* 


To 
Emax ZA z=+-— 


Š 
ajenik 


a) E= 


= 


= 


m==I 


A=1,28 uWs 

r=./9999 + z 

c) 

d) 

e) . 

a) 

b) 

P= —0,625:10%V ; pproče= 1525 + 104 V 
94=—1100 V, #g=900 V, 
U,B = — 2000 V 


v=1,479-105 m/s 
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2.58. napon se smanji za 10% td (a—h-+erh) j A 2.129. Q4=400 nAs 2.148. 4mA 


293. O=U neš 
2,59, o1==21,25 nAs/m?2, s2=53,12 nAs/m?2 2 dđ ; 2.130. Ca==20 nF, Ca proizvoljan Ci+ Ca 
: 2.149. r=(Rr+Ra)  -——— 
2.60. E,=3846 V/m, E,=1923 V/m, 2.94, R=1,32 mm 2.132. Ci=40 nF C1+Ca 
E.=5T10 Vlm . 2.95, a) 3,735 kV ' 2.133. Ur==20 V, Up==130 V, U3=140 V, up=U—P_a-e-Ž)+ 
2,61. E==1406 Vlm b) 10,17 kV ' U,=10 V ' G+Q 
2.62. 2lu6 2.96. U=84,5V 2.134. AU=0  . ' +u= e 
Zažrdem ' 2.97. DQ=497 pAs 2.137. U1==58 V, U2=26V, Ug==36 V Sdia Midi 
Je2& (3) noi 2.99, b) ' 2.138. U1=18 V, Uu=8 V, Us=12 V 2.155. 2825 10-2N 
2.64. vo [v+->=[--_— ' : +155. 2, 
Va vi+ jom (z =) 2.100. c) 2.139. Uj=4V, U2=8 V, U,=36 V 2.156. R=2,485 mm, W=49,37 + 10-5 Ws/m 
2.65. 0,11 2.101. S==1,1294 + 108 m2 ; 2.140. U,=Ua=U3=2 V i 2.157. Re==1,75 mm 
2.66. E=0,1875 +: 10 V/m; Ug==20 kV 2.102. 119,9 +108 m2; 2 mm; 531 uF 2.141. Ui=2V, Ua=10V, Ug=9,33, 2.158. U =352,4 V 
: : se B 159. = » s 
2.67 _ QD-dcosv 2.103. polje padne na 1/4 prvotnog iznosa R Ui=4,66 V 2197. om E ED 005 
4neor2 : napon padne na 1/s prvotnog iznosu 2.143. 3,817 V Ax ds al 
kapacitet poraste: 3 puta 
2,68. A1==2,744 + 10-5 As/m, Re==22,5 cm d P : ; 2.144, 19 kV 2.160 o 
2.104, C=180 pF; Re==20,25 cm . -160. W=337, s 
a loa me B . 2.145. 8,829 V; 3,248 V; 1,194 V 2.161. Ci=20 4B, Ca=30 uF 
7 Vrem & PS ERANIT 0 U 2.146. 12,84 ms 2.162 56% 
BD Ka] D R 2 
2.70. Uas=380 V 2.106. Ri=; C=126,8 pFlm 
2.71. U13==220 V s 
2.72. g=—116,5 V - > 2407. AU=32V 
2.73. U=50,5 KV 2108. C>—""2— 4,64 + 10-12 Fjm 43. MAGNETIZAM 
2.74. Ro=1,43 mm nE dom 
2.75. A==1,77 nAsim i 3,3. 4) 
2.76. 7,26 + 105 m/s; r,=3,07 mm .2:109. da=17,5 cm 3.8. c) 
\ x+đ+ (| GIdETJE 2.110. C =50,59 PF 3.13. d) 
2.17. = — zdrobi 2.111. C=398,43 pF 3.14. e) 
n oo %*— je (x—-d)2+y : 2,112. Q=594 pAs/V si : 3.16. a) 
2.78. E=31,1 + 104 V/m, p==47,2 + 104 V een (I—k-ker<h) ća 3.17. c) a 
Q 2,113. C= —>——>——>——=55,6pF sro - 3.19. b) NEE 
2.79. p-—— R» : 
4meg Nr ka ; (4 3.22. 0) 
2.80. a==41" siiš DA i 3.28. d) 
2.81. z=R sav RANK i 3.33. a) 
2.82. E=19,6 kV/im 2.119. d) : 3.34. d) 
2.86. E;=6E1 ' 2.120. a) 3.39. nula 
E;==4E 2.121. c) g 3.40. d) 
2.88. u dielektriku sa & 2,122. e=2 i dol. Dem 
90% . . T i 2 em 
2.89. napon se smanji Uus=0,766 Um ZM Krs : | 3.42. a) 
2.90. 26. mm 2.124. Vi=, U U 3.44. b) 
' Qoo€r: Bf : (2 2 i 3,45. c) 
2.91. Le 3 U 3.46. 36 Alm 
Q Ki-Ri 2125. Ui=5U, Va=2 3.47. b. 
Bo je o RL M 3.48. 3750 AJm 
Qa—krek) o 2.126. 4 V B 3 3.49, 1,2 
Q-er 2,127. Us=12V, Us5=30 V 3,50. a) 
7 Ta—hreh)b 2.128. U1=90 V 3.32. slika 3,52 aib Slika 3,52, a, b 
m i 7 a 


380 N. g a 


% 0 r u2 |I—r l 
H | 251025] 10 [1025 | 2,5 


zm 1-25] 9741 0 1—9,4 2,5 


3.53. 1,06 A/lm 
3.54. 0,33 cm 
0,75 cm 
3.55. 25 A 
3.56. 1,56 A/m 
77“ 
slika 3,56 b 


3.57. 28,9 A/jem 
41,38 A/cm 
29,56 Alem 


Sl. 3.57. b 


3.59. 0,516 A/m 
3.60. 5,63 Ajm 
3.61. 90 A/jm 

- 3.62. 0,158 Ajm 


3.64. b) 

3.65. b) 

3.66. a) 

3.67. a) 

3.68. a) 

3.69. 40:10-#'T 
13,3: 10-#T 

3.70. Bg=3,33 + 10-4T 
Bg=2,5:10-*T 
Bc=0,74 - 10-4T 
Bo=0 
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3.71. 8:10-$T 

3.72. nula 

3.13. 1,77 +10-$T 

3.74. 10-4T 

3.75. c) 

3.76. b) 

3.77. b) 

3.80. nula 

tto Ib m d 
2m d—a 

3.82. 3,93 + 10-7 Vs 

3.84. 1,885 + 10-6 Vs 

3.85. 25,8 * 10-6 Vs 

3.86. 4 + 10-56 Vs 


3.81. 


3.87. 
3.88. —0,24 Vs 


+0,24 Vs 
3.89. 1,91 + 10-% Vs 
3.91. 0,224 m 
392. 12 T 
3.93. Bi=Bs=0 
Bi=B3=B4 
3.94. o) 
3.95. ne 
3.96. 4T 
3.97. Fn==:4,8 + 10-:1N 
Fg=8,83 + 10-99 N 
3.98. 1;767 ps 
: 5,625 + 10-#m 
3.99. 2,628 : 10-55 
3.100. d) 
3.101. 0,8 T 
3.102. 800 N 
3.103. 1960 A 


3.104. 2“ mani 
m 

3.105. nula 

3.106. ———— I? 


3,107. 2N 
3.108. IN 

b 
3.109. požare tg— 


= 


2nb 


4.112. x=1,5a 
3.113. nula 
3.114. a) 0,16N 
b) 0 
0,113 N 
0,16 N 
0,08 N 


3.416. a) 
3417. a) 
3.118. b) 
3.119. a) F,=0,3N 
Fo=0,10 N 
b) M =0,052 Nm 
3.120. d) 
3.121. 0,0132 T 
3.122. 0,3 V 
67,2A 
3336 N 
3.123. 1440 W 
3.124. c) 
3.125. d) 


3.127. 324 A 
6,46 V 
209,3 W 


3.128. a) 
3.129. nula 
3.130. 36,8 uV 


Ilo 
3.131. Z =» (e=d+v0) 


zi 


t=0 


b) 
SI. 2.131 b 
3.132. slika 3.132 c) 


Nobee-.-- 


c) 
Sl, 3.132. c 


QoLb-------d- o... 
r 


3.133. 3,43 V 
3.134. 0,94A 
3.135. 2,04 mA 
3.136. 0.237 V 
3.137. a) 


i 


SI. 3.137. b 


3.136. slika 3.138 b 


SL. 3.138. b 


3.139. a) 


3.140. X. O 
3.142. slika 3.142 b 


SI. 3,142. b 
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a1 


3.143. 
3.144. 
3.145. 
3.146. 
3.147. 
3.148. 
3.149. 
3.150. 
3.151. 
3.152. 
3.153. 


3.154. 
3.155. 
3.156. 
3.157. 
3.158. 
3.159. 


3.160. 
3.161. 


3.162. 


3.163. 


3.164. 
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16V OsA 
napon je uvijek isti 
—2,1 V 

25 + 10-5 e— 1006 V 
a) o) 

14,2 +: 10-3 cos 105£ V 
1,58 uv 

+1,8V 

a) 

a) 

slika 3.153 c, d, 


& 


Sl. 3.153. c, d 


0,155 mH , 
116 V 
a) 
2,19 +10-8H 
1,28 +10-5H 
a) 
31 +10-7H/m 
420 V 
Koa hn a+b 
P2. b 
2,85 + 10-*2H 
uoaN in R 
2m Ri 


3.165. 


3.167. 
3.169. 
3.170. 
3.171. 
3.172. 
3.174. 


3.175. 


3.176. 
3.178. 


3.179. 


3.180. 


H=32 A/m 


ur=497 
Bn=0,01996 T 
L=18,75 mH 
o) 
o) 
1000 

A 
Rm=10000 — 
Rm=2,6 Rm 
0,022 A 
1,088 A 


10,68 A 


3.182. 


3.183. 


3.184, 


3.186. 


3.187. 
3.188. 


c) 


96 Az 
896 Az 


20 V 
slika 3.188 b)i c) 


B 


8, a 


(09%,7) Ha 


E an ki 


b) 
SI 3.188, b 


S\. 3.188. c 


3.189. slika 3.189b) 


b) 
Sl. 3.189. b 
3.190. slika 3.190.b 


3 ft) 
ft) M 
o 
b) 


S1. 3.190. b 


25 Osnove elektrotehnike — zbirka primjera 


3.196. 0,3 mm 
0,12 
3.197. 1,6 A 
3.198. 131 A 
3.199. NiI1=760 
Nal2==950 


3.200. 105 e 
Kake Vs 


3.201. 33 mA 
3.202. 5,6 * 10-4 Vs 
0,96 A 
3.203. 200 mA 
2,73 + 10-4 Vs 
3.205. 0,8 mm 
3.206. 1600 A 5,3 +: 10-4 Vs 


3.209 Wm=# Ii 61 F+]2 62 +4+12 P12 + 
+4 li Pa 
3.211. b) i 
3.212. 0,1 Ws 
3.213. 8,4 + 10-8 Ws 
3.214. 1,7 + 10-4N 
3.215. 27 m Ws 
3.216. &=0 
M =0,25 + 10-7 Nm 
A =5,6 + 10-8 Ws 
3.218 Hihi in z 
4n- r 
3.219. 0,01 Ws 
0,2 mH 
3.220. 5 + 10-8 H/m 2,5-:10-8Ws/m 


E 2 
3222. W="2—(1+2lu—— 


3.223. uz Rp=0 9 
3.224. 3,14 Ws 

3.225. 982:10-4 Ws/kg 
3.226. 54 m'Ws 

3.227. 950 Az 

3.229. 130 Az 
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